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= RESUMO: Este trabalho tem por objetivo avaliar as taxas de erro tipo I e poder do
teste bootstrap nao-paramétrico (tp,) para a igualdade de matrizes de covariancias de
duas populagdes normais multivariadas dependentes, com o intuito de comparar o seu
desempenho com o dos testes apresentados por Jiang e Sarkar (1998) (W2 e Ws) e
Jiang et al. (1999) (LRT, LRT;, LRT2 e LRT3). Para isso foram realizadas simulagoes
Monte Carlo, considerando nimero de varidveis (p), tamanhos amostrais (n), matrizes
de covariancias (X) e nivel de significancia («) de 0,05. No primeiro caso, para p = 2,
concluiu-se que dentre os testes que controlaram o erro tipo I, os testes t,, LRT3 e W3
foram superiores aos seus competidores em todas as situagoes estudadas. Em relagao ao
poder, o teste t;, aproximou-se dos testes LRT3 e W2, sendo considerado intermedidrio.
No segundo caso, em que considerou-se p = 4 e p = 10, concluiu-se que o teste tp,
apresentou um desempenho elevado, na maioria das vezes igual a 100%, mesmo para
pequenas amostras (n = 20). Portanto, recomenda-se a aplicacdo do testes proposto tp,

em situagoes reais.

» PALAVRAS-CHAVE: Matrizes de covariancias; teste bootstrap; simulacdo Monte Carlo;
poder; erro tipo 1.

1 Introdugao

Em diversas situagoes das ciéncias bioldgicas, fisicas e humanas é muito comum
o pesquisador ter o interesse em comparar matrizes de varidncias e covariancias
de duas populagoes. Se as amostras de ambas as populagoes forem independentes
nenhuma covaridncia entre elas é esperada, e alguns testes, bastantes conhecidos na
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literatura, podem ser aplicados, como o teste de Bartlett (1937). Por outro lado,
os dados amostrais podem ser emparelhados, em situagoes em que um grupo de
varidaveis é mensurado antes e apds a realizacao de um determinado tratamento, ou
ainda, em situagoes na genética em que as medidas sao realizadas em uma geragao e,
também, na geragao filial derivada de cada individuo, sendo a genealogia preservada.
Nesse caso, nao é possivel aplicar o teste de Bartlett (1937). A razao para isso é
que, de alguma forma, esses dados sao correlacionados e o teste possui baixo poder
em detectar possiveis diferencas na matriz de covariancias, uma vez que se viola a
pressuposicao, para sua aplicagao, de que as duas populagoes sao independentes.

Para o caso em que apenas uma varidvel é mensurada em cada situacgao, pré
(X) e pés (V) tratamento, Morgan (1939) e Pitman (1939) propuseram um teste ¢
exato baseado na correlacao entre as variaveis normais X e Y e na correlacao de duas
novas variaveis, U e V', que sao combinagoes lineares de X e Y. O teste de Morgan
(1939) e Pitman (1939) se torna bem mais poderoso do que as alternativas existentes
para dados nao correlacionados a medida que a correlagao entre X e Y tende a 1
ou a -1. Esse teste considera, no entanto, apenas a situagao de ¢ = 2 populacoes e
p = 1 varidvel. Para o caso de g > 2 populagoes e p > 1 varidvel, algumas solugoes
s@o propostas na literatura (BHATTACHARJEE e ALAM, 1982; BOGLE e HSU,
2002; CHU e PILLAI 1980; HAN, 1968; HAYAKAWA, 1987; JTANG e SARKAR,
2000, 2002; JIANG et al., 1999; PIEPHO, 1997; SHAPIRO e COHEN, 1990). No
entanto, todos sao testes assintéticos.

Para os casos de dependéncia entre as populagoes, Jiang et al. (1999)
propuseram alguns testes baseados na razao de verossimilhangas, que sao limitados
em relacao ao numero de variaveis e de populacoes, uma vez que suas estatisticas
s@o baseadas em aproximagoes assintéticas da distribuigdo qui-quadrado (JIANG et
al., 1999). De acordo com Cirillo et al. (2009), outro item que deve ser destacado é a
complexidade de obter expressoes analiticas para tais testes, além do mais, problemas
numéricos para maximizagao das verossimilhangas considerando um maior nimero
de variaveis e populagoes sao comumente encontrados. Mediante esses problemas,
como alternativa surge o uso de técnicas computacionais, das quais os métodos de
computagao intensiva, como técnicas de bootstrap sao de grande importancia, nas
mais variadas situagoes reais (MANLY, 1997).

Segundo Ferreira (2013), a vantagem de utilizar os métodos de reamostragens
como o bootstrap para realizar inferéncias ocorre quando nao se conhece a
distribuicao de probabilidade da populacao e o modelo normal nao é adequado para
os dados ou residuos. Esse método de reamostragem foi proposto por Efron (1979).
O termo bootstrap refere-se a simulagoes Monte Carlo que tratam a amostra original
como a pseudo-populacao, que é assumida para representar a verdadeira populagao
de interesse. O pesquisador trata a sua amostra como se fosse a populacao de
origem dos dados e utiliza a amostragem com reposigao para gerar pseudo-amostras
a partir da amostra original. Uma amostra original de tamanho n é considerada e
cada elemento da amostra tem a mesma probabilidade de ser selecionado. Assim,
pode-se estimar os parametros da populagao a partir das pseudo-amostras por meio
da distribuigao empirica amostral conhecida.
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A ideia do método bootstrap nao-paramétrico é realizar reamostragem da
amostra original com reposi¢ao , formando novas amostras de mesmo tamanho.
E usada quando nao se conhece a distribuicao de probabilidade da varidvel aleatoria
ou da estatistica de interesse.

Suponha uma amostra aleatéria de tamanho n, X;, Xs,...,X,, de uma
populacao com distribuicao desconhecida e cujo interesse é um parametro 6. Essa
amostra serd reamostrada B vezes com reposicao, de forma que cada reamostragem
(subamostra) (1, 2,..., B) tenha tamanho n. A cada subamostra gerada calcula-se
uma estatistica de interesse, e ap6s B reamostragens a distribuicao empirica gerada
é utilizada para a realizacao de inferéncias.

De acordo com Ferreira (2013), para a maior parte dos modelos probabilisticos
teorias exatas nao sao conhecidas ou sao intrataveis analiticamente. Nesse caso,
usa-se a distribuicao de probabilidade empirica, a qual atribui para cada observagao
amostral uma probabilidade 1/n. Ainda segundo Ferreira (2013), a ideia de bootstrap
é substituir a distribuicao desconhecida da populagao pela distribuicao empirica,
que é conhecida. Por essa razao que se denomina esse método de bootstrap nao-
paramétrico.

Para lidar com o problema de comparar matrizes de covaridncias de
distribui¢oes normais dependentes este trabalho foi proposto procurando generalizar
o teste de Morgan (1939) e Pitman (1939) para o caso multivariado, considerando
a situagao de g = 2 populagbes. Comparagoes utilizando simulagao Monte Carlo
foram realizadas para avaliar o desempenho do teste proposto em relacao ao dos
testes existentes para homogeneidade de covariancias.

Na sec@o 2 buscou-se desenvolver teoricamente o teste proposto (bootstrap
nao-paramétrico (tp,)). Posteriormente, foram construidas matrizes de covariancias
positivas definidas, provenientes de p = 4 e p = 10 populagbes, com o intuito
de avaliar as taxas de erro tipo I e poder do teste t;,. Finalmente, na secao
3, comparagoes utilizando simulagao Monte Carlo foram realizadas, considerando
p = 2, para avaliar o desempenho dos testes propostos em relacao aos testes
existentes, propostos por Jiang e Sarkar (1998) (W2 e W5) e Jiang et al. (1999)
(LRT, LRTy, LRT5 e LRT3). Os testes propostos por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang
et al. (1999) se limitaram a apenas duas varidveis. Portanto, ndo foi possivel fazer
comparacoes desses testes com o teste proposto (tbo) quando p =4 e p = 10. O teste
proposto pode ser 1til nos casos de p = 4 e p = 10, pois é muito comum termos mais
de quatro varidveis em problemas reais.

2 DMetodologia

Neste trabalho foi proposto um método, baseado na técnica de reamostragem
bootstrap, para testar a hipotese a seguir:

Hy:3¥11 =390 vs Hyp: X1 # 3o, (1)

quando 315 # 0, em que X171 e X9 880 as matrizes de covariancias das populagoes 1
e 2, respectivamente. Os testes para o caso em que 212 # 0 s@o bastantes conhecidos
na literatura (BARTLETT, 1937).
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Para desenvolver o teste para ¢ = 2 populacoes, sejam definidas as varidveis U
e V como combinacoes lineares das varidveis de X. Sejam os vetoresb! = (a', a')
ec' = (a',—a') de dimensdo (1 x 2p). Portanto, sejam U = b'X =
o' X1 +a"Xo=U1+UeV=¢c"X=a"X;—-a"Xy =U; —U,. ComoU
e V sdo combinagdes lineares de varidveis normais X, entdo, U ~ Ni(uy, O'QU) e
V ~ Ni(py, 0%) (ANDERSON, 1978), sendo:

pr=a'pi+a’py e of =a’ (Ei1 + e +2810)a;

Hny = aTul — CLT/J,Q € 0‘2/ = aT(EH + 222 — 2212) a.

A correlagao entre U e V' é definida por

oy = ouv

v — )
2 2
oV ov

em que oyy € a covaridncia entre U e V definida por oyy = E(UV) — E(U)E(V),

0% e 0% foram definidos anteriormente. Entao,

ovv =Cov(b" X, ¢"X)=b"Sc=a' (21 — Za)a.
Portanto,

_ aT(EU — 222) a
VaT (211 + Zoe +2815) av/aT (B11 + X220 — 2 10) a

(2)

pUuv

O estimador de méxima verossimilhanca de sigma corrigido para viés (S) em
uma amostra de tamanho n, devidamente particionado é

Xn:(Xj -X)(X; - X)"

511 ‘ 512 :| J=1
S = = . 3
[ So1 | Sao n—1 ®)

O estimador de pyy é dado por

_ CLT(SH — 522) a
\/aT(S11 + S22 +2812) ay/aT (S11 + Sa2 — 2S12) a

(4)

ruv

A expressao (2) permite que se conclua que pyy = 0 se e somente se X117 = Jao.
Portanto, testar a hipdtese Hy : pyy = 0 é equivalente a testar Hy : 3317 = 3oo.

O teste bootstrap nao-paramétrico serd proposto a seguir, para fins de
comparagao com os testes propostos por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang et al. (1999),
quando p = 2. Foram construidas matrizes de covariancias positivas definidas,
considerando p = 4 e p = 10. Nesses casos nao foi possivel comparar o teste bootstrap
nao-paramétrico com os propostos por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang et al. (1999),
pois esses autores nao apresentaram resultados de simulagao Monte Carlo quando
p> 2.
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Para a construgao do teste bootstrap nao-paramétrico, considere uma amostra

aleatéria bootstrap, X1, Xz, ---, Xj;, ---, X,, independente e identicamente
distribuida, de uma populacdo qualquer, em que X, tem dimensdo (2p x 1),
j=1,..., n, com vetor de média t(2,x1) € matriz de covariancias (2, x2p) positiva

definida. Em seguida, fixou-se o nimero de reamostragens bootstrap em B = 1000 e
calculou-se o estimador S (2p x 2p), da matriz de covaridncias 3, dado por:

S11 | Si2
S = .
[ So1 | Sa2 }

Posteriormente, determinaram-se e isolaram-se as particoes S11 € Soo de S para o
céleulo da matriz H = Q71(S11—S2)(Q7) !, sendo a matriz o fator de Cholesky
de S11 + S52. Assim, o méximo autovalor de H ¢ dado por pyy = 5\1. Dessa forma,
calculou-se

_ puyyn—2
CVI= iy

ty, (5)
para gerar a estatistica original.

A distribuigao nula de bootstrap (distribuicdo de reamostragem bootstrap sob
Hy) é proposta conforme os passos descritos na sequéncia. Inicialmente recebeu-se
a amostra original X, Xo, ---, Xj;, ---, X, considerando X; = [Xj—.'zl) |X;E2)]T.
Em seguida, obtiveram-se as médias amostrais

n

> X > X
= > j=1
Xy ="— e Xg=—0_0

para o calculo dos desvios

X
_ixT T 9T 1 o
e = [X;0) 1 Xj2)] [Té(gﬂ j=12,..., n

Posteriormente sorteou-se uma amostra bootstrap com reposicao da amostra
original dos e;’s, ou seja, X7, X3, ---, X7, ---, X, considerando X7 de dimensao
(2p x1),j =1,2,---, n. Para a imposi¢do da hipétese nula Hy : X1; = oo,

<
quando X5 # 0 considerou-se a particao X = [X]*(Tl) \X;‘(Tz)}( ; A hipétese
2px1

nula é imposta reamostrando ao acaso cada particao aleatoriamente para compor
a amostra de qualquer um dos grupos. A probabilidade de que uma das partigoes
de um dos grupos seja sorteada para o outro foi de 50%. Logo, a amostra final de

bootstrap serd dada por X]'*' (2px1),j=1,2,---, n, definido por
[ x, N
X = ALXJ* , com probabilidade 50% ou
J(1)

X;r =X;, com probabilidade 50%.
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De posse da amostra Xf', X, ,X;‘, -+, X, calculou-se ST, que é a matriz
de covariancias amostrais bootstrap. Posteriormente, tomaram-se as partigoes Sf‘l
e S5, e calculou-se HT = Q71(S]; — S5)(227)7!, sendo a matriz £ o fator de
Cholesky de (Sf; + S5,). Assim, o méximo autovalor de HT é dado por pfy, = A
Dessa forma, obteve-se a estatistica

i o/n—2
th, = 'OUV77 (6)

1= (pfry)?

para a k-ésima amostra de bootstrap, de acordo com o proposto por Hall (1990) e
Hall e Wilson (1991).

Essa estatistica tem distribuicao t de Student com v = n—2 graus de liberdade,
se puy = 0. Em seguida repetiram-se os passos de (i) a (iv), fazendo k variar de 1
a B. Os B valores da estatistica t;, foram armazenados juntamente com o valor na
amostra original ¢, na posicao B + 1. Dessa forma, o valor-p definido por Manly
(1997) foi calculado por:

B+1
Z I(tbk 2 tbo)
k=1

Valor—p = B—-i—l’

em que I(tp, > tp,) é a funcdo indicadora, que retorna 1 se ¢, > tp,, € 0 caso
contrario. Retornou-se o valor da estatistica ¢, e o valor-p. A decisdo de rejeicao
da hipétese foi obtida confrontando-se o valor-p e o nivel nominal de significancia «.
Se o valor-p < « rejeita-se Hy.

2.1 Simulagao Monte Carlo

Para avaliar o desempenho do teste proposto (t,) foram realizadas simulagoes
Monte Carlo. A rotina com os comandos do software R (R Development
core team, 2014) para sua aplicacdo estd apresentada no Apéndice A. Foram
avaliadas as taxas de erro tipo I e poder do desempenho do teste t;,. Foram
simuladas amostras aleatérias normais multivariadas, de tamanho n, dadas por
X, Xo,---, X, , X, em que X € R?P, com vetor média M (2px1) € covariancia
3 (2px2p) Positiva definida, X ~ Noy(p, X).

O processo de simulagao de Monte Carlo foi repetido 10000 vezes e o teste
acima foi aplicado em cada amostra. Os niveis de significincia nominais, «, foram
fixados em 1% e 5%. As taxas de erro tipo I foram calculadas para cada teste, como
a proporgao de vezes que a hipdtese de nulidade foi (falsamente) rejeitada, e esta foi
comparada com o nivel de significancia nominal. Uma vez que estas taxas de erro
tipo I foram estimadas usando simulagoes de Monte Carlo, elas nao sao livres de
erro.

Os testes binomiais exatos foram aplicados usando o software Sisvar, criado
por Ferreira (2011), considerando um nivel de significAncia nominal de 1% para a
hipétese Hy : a = 5% contra Hy : a # 5% e Hy : a = 1% versus Hy : a # 1%
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sao aplicados para as taxas de erro de tipo I. Se a hipotese nula for rejeitada e as
taxas de erro tipo I observadas forem consideradas de forma significativa (p < 0,01)
inferior ao nivel nominal, o teste deverd ser considerado conservativo; se as taxas de
erro tipo I observados forem consideradas significativamente (p < 0,01) superior &
do nivel nominal, o teste deverd ser considerado liberal; e se as taxas de erro tipo
I observadas nao foram significativamente (p > 0,01) diferente do nivel nominal, o
teste deverd ser considerado exato (OLIVEIRA e FERREIRA, 2010).

Se y representa o ntumero de hipdéteses nulas rejeitadas em N = 10000
simulages de Monte Carlo para o nivel de significancia o nominal, entao obtém-se
a estatistica do teste, utilizando-se a relacao entre F' e a distribuicao binomial, com
probabilidade de sucesso p = «, dada por

r=(35) (50):

que, sob a hipétese nula, segue uma distribuigdo F' com v; = 2 (N—y) e vy = 2 (y+1)
graus de liberdade. Se F' < Fj go5 ou F' > Fj 995, a hipétese nula deve ser rejeitada
ao nivel de significancia de 1%, onde Fy g05 € Fo 995 sdo quantis da distribuicao F
com vy e v graus de liberdade (OLIVEIRA e FERREIRA, 2010).

Na simulagéo realizada neste trabalho e na apresentada por Jiang et al. (1999),
para p = 2, foram considerados os mesmos valores para os parametros como no
estudo de Jiang e Sarkar (1998), tais como: n € {10,15,20, 25,50, 75,100}, para
estimar o poder dos testes.

1,0 0,0 0,0 0,0 1,0000 —1,0000 0,7071 —0,7071
s -, — | 00 1,0 00 0,0 s, — | —1,0000 50000 -0,7071  0,7071
1= =190 00 1,0 0,0 |’ 2= 0,7071 —0,7071  1,0000 —1,0000 |’
0,0 0,0 0,0 1,0 —0,7071  0,7071 —1,0000  5,0000
1,0 0,1 0,2 0,3 1,0000 —1,0000 0,7071 —1,4142
s.—| 01 1,0 04 05 s, — | —1,0000 50000 -0,7071  1,4142
3102 04 1,0 0,1 |’ 4= 0,7071 —0,7071  1,0000 —1,0000 |’
0,3 0,5 0,1 1,0 —1,4142  1,4142 —1,0000  5,0000
para estimar as taxas de erro tipo I, e
(1,0 0,1 0,2 0,3 ] (1,0 0,1 0,2 0,3
s._| 01 10 03 05| o |01 1,0 03 05
=102 03 1,0 06 |’“%~ | 0,2 03 1,0 0,6 |’
| 0,3 0,5 0,6 1,0 | | 0,3 0,5 0,6 3,0
(1,0 0,1 0,2 0,3 ] 1 -1 0 0 1,0 0,1 0,2 0,3
5|01 2003 05| o | -1 2 00|y |01 L0 04 05
=102 03 30 06 |87 o0 0 3 1|~ |02 04 1,0 0,6
| 0,3 0,5 0,6 4,0 | | 0 0 1 1 0,3 0,5 0,6 1,0
(1,0 0,1 0,2 0,3 ] 1,0 0,1 0,2 0,3
5 0,1 1,0 04 05| & |01 20 04 05
0= 902 04 1,0 0,6 [~ | 0,2 04 3,0 0,6 |’
| 0,3 0,5 0,6 3,0 | 0,3 0,5 0,6 4,0

Em todos os casos foram simuladas N = 10000 amostras e a proporcao de
rejeicao da hipdtese nula H, foi computada para cada teste ao longo de todas
as simulagoes Monte Carlo. Os valores da taxa de erro tipo I empirica foram
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comparados com o valor nominal fixado em cada um dos casos. O teste foi aplicado a
cada uma dessas amostras em cada uma das configuracoes formadas pela combinagao
de ¥ e n, considerando o nivel de significancia («) de 0,05. Posteriormente foram
construidas matrizes de covariancias positivas definidas, considerando p = 4 e p = 10,
com o intuito de avaliar as taxas de erro tipo I e poder do teste t,. Jiang e Sarkar
(1998) e Jiang et al. (1999) nao apresentaram resultados de simulagao Monte Carlo
para p > 2. Portanto, nao foi possivel comparar os resultados de simulacao Monte
Carlo do teste tp, com os dos testes propostos por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang et
al. (1999) quando p =4 e p = 10. Os valores de n considerados na simulagao para
p =4 ep=10 foram: n € {20, 25,50, 75,100, 300, 500, 1000} .

Matrizes de covariancias positivas definidas, com p = 4 e p = 10, foram
construidas para avaliar o desempenho das taxas de erro tipo I e poder do teste .

Para avaliar as taxas de erro tipo I do teste t;, construiu-se matrizes de
covariancias X iguais a matrizes de correlagoes populacionais (p). Nesse caso, serao
denominadas de (p). A simulagdo foi feita sob a hipétese nula Hy : X113 = oo
e, considerou-se as correlagdes de 315 como sendo valores menores ou iguais (de
forma decrescente na linha e decrescente na coluna) as correlagoes fora da diagonal
principal de 31;. As correlagoes da diagonal principal de 317 sdo todas iguais a 1.
Como X é simétrica tem-se que X1 = X3,. Em cada simulagio foram consideradas
as configuracoes formadas pela combinagao dos valores de p, n e nivel de significancia
(ov) de 0,05.

Em todos os casos N = 10000 simulagoes Monte Carlo foram gerados e,
portanto, 10000 valores-p. Com esses valores foi calculada a proporcao de vezes
em que Hj foi erroneamente rejeitada, ou seja, a proporcao de vezes que o valor-p
foi menor que a.

A simulacdo do poder do teste proposto foi feita sob a hipdtese alternativa
Hy : ¥11 # X9s. Para avaliar o desempenho do poder do teste 3, foram construidas
matrizes de covariancias (X), e serfo descritas a seguir. Inicialmente considerou-se
uma matriz diagonal de desvios padroes oi, com k = 1,2,--- 2p, definida por
V1/2 de forma que o maximo desvio padrao de ¥, é menor que o minimo desvio
padrao de Xoy. A partir da matriz de correlagao (p) e da matriz diagonal de desvios
padroes, construidas anteriormente, construiu-se a matriz de covariancias, dada por
> = VY2pV1/2 que por sua vez é uma matriz positiva definida.

Em cada simulagao foram consideradas as configuragoes formadas pela
combinagao dos valores de 3 e n e niveis de significancia (o) de 0,05. Em todos os
casos 0 numero de simulagbes Monte Carlo foi N = 10000, ou seja, foram gerados
10000 valores-p. Com esses valores foi calculada a proporcao de vezes em que Hy
foi acertadamente rejeitada, ou seja, a proporcao de vezes que o valor-p foi menor
que a.

Para facilitar optou-se em denominar as matrizes de correlagoes (p) por indice
par e, as matrizes de covariancias () por indice fmpar. As matrizes com indice par
foram construidas para avaliar o desempenho das taxas de erro tipo I do teste #,, €
as matrizes com indice impar o desempenho do poder desse mesmo teste. Algumas
matrizes de correlagoes, considerando p = 4, foram construidas considerando a
seguinte estrutura de correlagao:
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em que

* % ¥ %

*
*
* s
*

A partir da construgao da matriz de correlagao p(sxsg) e da matriz diagonal dos

T DV

* % * %

T DV
T VD

e em modulo p* < p.

desvios padroes (V'1/ 2)(8X 8), definida em (7), determinou-se a matriz de covariancia
(8x8)-

vz = diag (01, 02, 03, 04, 05, 0g, 07, 08) , (7

em que o1, 02, 03 € 04 sao desvios padroes menores que s, 0g, 07 € Og.

Para os desvios padroes foram escolhidos valores arbitrarios que satisfazem a
restricdo imposta. Abaixo seguem as matrizes de correlacoes e de covariancias que
foram construidas considerando p = 4.

A matriz pio construida para avaliar o desempenho da taxa de erro tipo
I do teste foi construida considerando p = p* = 0,9. A partir da matriz de
correlacdo p1o e da matriz diagonal dos desvios padroes definida por V1/2 =
diag (4,5,2,1, 16,20, 30, 10) construiu-se a matriz de covariancias X3, para avaliar

o desempenho do poder do teste. Assim, 313 = V2 p, V2. Considerou-se
p = p* = 0,8 para construir a matriz de correlacdo p;4 e a matriz diagonal

dos desvios padroes foi dada por V1/2 = diag (4, 5, 2, 1, 16, 20, 30, 10). Assim,
a matriz de covariancias X5 serd definida por 35 = V12 P14 V1/2 Na construgao

de pig considerou-se p = p* = 0,5, e para determinar 3,7 considerou-se a
matriz V2 = diag (3, 5, 2, 4, 16, 20, 40, 10). Logo, 17 = V2 p;s V1/2. Para
construir p;g considerou p = p* = 0,1, e para determinar X;9 considerou-se

V12 = diag (3, 5, 2, 4, 16, 20, 40, 10). Portanto, X9 = V/2p;g V2 Na
construgao de pog considerou-se p = p* = 0 e, para determinar 357 definiu-se
V12 = diag (2, 5, 4, 6, 15, 12, 20, 10). Dessa forma, 31, = V'/2 pyo V/2. Para
determinar pso considerou-se p = 0,9 e p* = 0,8 e, definiu-se a matriz o3 a
partir de V/2 = diag (2, 5, 4, 6, 15, 12, 20, 10). Logo, a3 = V'¥/2 pyy V'/2. Para
construir pos considerou-se p = 0,9 e p* = 0,5 e, determinou-se a matriz o5 a
partir de V12 = diag (1, 5, 7, 3, 15, 24, 10, 30). Assim, 3o5 = V/2 py, V1/2. Na

construgao de pog considerou-se p = 0,9 e p* = 0,1. Em seguida determinou-
se a matriz Yo7 a particr de V2 = diag (1,5, 7,3, 15, 24, 10, 30).  Logo,
3o = V12 P26 V12 A matriz de correlacio p2s foi construida considerando

p=0,9 e p* =0. Em seguida determinou-se a matriz de covaridncias 3y a partir
de V2 = diag (5,6,2,4,12,15,25,20). Dessa forma, a9 = V1/2 pys V1/2. Na
construgao da matriz de correlagao psg considerou-se outra estrutura de correlagao
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definida por:

*

1,0 »p p L R A
p L0 p p | P3Py PiI P
p p LO p | p3  pi  P5 P
p p p 1,0 | p;  p5 P pPr
p=1| o1 p5 p3 p; | LO p p o |
ps P35 Py Py | P L0 p p
Py P1 P35 Pg | P p L0 p
pi  P5  Ps  P7 p P p 1,0

de forma que p7 = 0,7, p5 = 0,6, p5 =0,5, p; = 0,4, p5 = 0,3, p§ =0,2e p7 =0, 1.
Definiu-se a matriz X3; a partir de p3g e V2 = diag (5, 6, 2, 4, 12, 15, 25, 20).
Dessa forma, X3; = Vvi/z P30 VY2 Na construcao de algumas matrizes de
correlagoes (p) de dimensdo (20 x 20), para avaliar o desempenho das taxas de
erro tipo I, considerou-se a seguinte estrutura de correlagao:

A | B
p = B A )
em que
1,0 P P P P P P P P P
P 1,0 P P P P P P P P
P P 1,0 P P P P P P P
P P P 1,0 P P P P P P
A— P P P P 1,0 P P P P P
P P P P P 1,0 P P P P ’

P P P P P P 1,0 P P P
P P P P P P P 1,0 P P
P P P P P P P P 1,0 P
P P P P P P P P P 1,0

P

p* p* p* P* p* p* p* p* p* p*

P* P* p* P* P* p* P* P* p* p*

p* p* p* p* P* P* P* p* p* p*
B=| P, P P P P P P P P P

p* p* p* p* P* P* P* p* p* p*

p* p* p* p* p* P* P* P* p* p*

p* p* p* p* P* P* P* p* p* p*

p* p* P* p* p* P* P* P* p* p*

P P P P P P P P P P

e em modulo p* < p.
A partir da matriz de correlagao p(20x20) € de uma matriz diagonal dos

desvios padrées (V'1/ 2)(20><20), definida por (8), construiu-se a matriz de covariancias
3 (20%20)-

V2% = diag (o1, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09, 010, O11, 012, 013, 014,015,016, 017, 018, 019, 020 )
= diag (4, 5, 2, 1, 16, 20, 30, 10, 12, 16, 40, 45, 60, 55, 41, 39, 35, 65, 100, 50 ). (8)

Os valores dos desvios padroes da matriz V1/2, para p = 10, foram escolhidos arbitrariamente, de
forma que satisfazem a restri¢do imposta: o1, o2, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09 € 019 sao desvios padroes
menores que 011, 012, 013, 014, 015, 016, 017, 018, 019 € 020-

Abaixo seguem as matrizes de correlagdes e de covaridncias que foram construidas, considerando
p = 10. Na construgdo de todas as matrizes de covariancias (X) considerou-se a matriz diagonal dos
desvios padrdes definida em (8). Na construgdo de psz considerou-se p = p* = 0,9. Logo, X33 =
vi/2 P32 V12, Na construgdo das matrizes de correlagoes psa, pPse, P38, P40, P42, P44, P46 € P48
considerou-se p = p* = 0,8, p=p" =0,5; p=p " =0,1; p=p"=0;p=0,9e p” =0,8 p=0,9e
p*=0,5p=0,9e p" =0,1;e, p=0,9 e p* = 0; respectivamente.
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Na construcao da matriz de correlacdo pso considerou-se outra estrutura de correlagdo definida

por:
A | B
p= ,
em que
r1,o p P P P P P p P P
p L0 p P P P P p P P
P P 1,0 p P P P P P P
P P p L0 p P P p P P
A= P P P p 1,0 p P p P P
p P P P p L0 p p P P
P P P P P p LO p P P
P P P P P P p 10 p P
P P P P P P P p L0 p
L p P P P P P P P p 1,0
e
BN A
G A T S Ut
Pi Pi Pi Pg PZ Pé PB P}ko Pi1 Piz
Pi Pi Pg PZ Pﬁ PB Pio P}<1 Plz 913
B=| P2 P frobn o fo o Pl b Pl Pls P
IO B S i e B B
PZ P§ P*g ,0,1‘0 P}Kl Pig Pig Pi4 P’1K5 P}‘G
p§ p*g Pio pil piz pi3 pi4 pi5 pia Pi7
,0*9 Pio pil p}ﬂg P}g3 Pi4 P15 Ple 017 018
L Pio P11 P12 P13 Pia P15 Pie P17 Pis  Pig A

de forma que p = 0,8, p7 = 0,4, p5 = 0,38, p5 = 0,37, p; = 0,36, pf = 0,35,
pe = 0,34, p5 =0,29, p§ = 0,28, p5 = 0,25, pjy = 0,23, p7; = 0,18, pjy = 0, 15,
Pia = 0,13, p7, = 0,12, pis = 0,1, pig = 0,09, pi- = 0,08, pig = 0,07 e pig = 0, 05.

A partir de pso determinou-se X5, considerando V''/2, definida em (8). Dessa
forma, X5, = V'1/2 P50 V'1/2. Considerou-se a mesma estrutura de correlacio usada
em pso para construir a matriz de correlagao ps2, em que: p = 0,5, p; = 0,4,
Py = 0,38, p5 = 0,37, p; = 0,36, pz = 0,35, p§g = 0,34, p5 = 0,29, p§ = 0,28,
py = 0,25, p1g = 0,23, p1; = 0,18, piy = 0,15, pi3 = 0,13, pi4 = 0,12, pT5 = 0,1,
Pie = 0,09, pir = 0,08, pig = 0,07 e pig = 0,05. A partir de ps2 determinou-se
353, considerando V''/2, definida em (8). Assim, 353 = V'1/2 pgo V1/2,

3 Resultados de simulagao Monte Carlo

Para avaliar o desempenho dos testes, as taxas de erro tipo I e poder foram
computadas e sao apresentadas e discutidas separadamente nas subsecoes 3.1 e 3.2.

3.1 Erro tipo 1

De acordo com Oliveira e Ferreira (2010), o tamanho do teste é uma
caracteristica fundamental para o seu desempenho. Se o teste tiver tamanho real
equivalente ao tamanho nominal, «, entao é considerado exato. Testes que tém um
tamanho real menor do que o nominal sao considerados conservativos, e aqueles que
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apresentam taxas de erro tipo I maiores do que os niveis nominais « sao considerados
liberais.

Pode-se observar que para N = 10000 simulagoes e o = 5%, valores inferiores
a 445 e superiores a 559 rejeicoes levam a rejeicdo da hipdtese Hy : a = 5%,
considerando o nivel de significincia de 1% para o teste. E valores inferiores a
76 e superiores a 129 levam a rejeicao da hipétese nula Hy : o = 1%, considerando o
mesmo nivel de significincia de 1% para o teste realizado. Na Tabela 1 - Anexo estao
apresentadas, em porcentagem, as taxas de erro tipo I de sete testes de igualdade
de matrizes de covaridncias com dimensao 4 x 4: ¢p,, LRT, LRT;, LRTy, LRT3, Wy
e W5, obtidas em 10000 simulagdes de Monte Carlo, em fungao de (n) e x4y €
a = 5%.

Pode-se verificar que os testes t,, LRT3 e Wy controlaram o erro tipo I em
nivel inferior ou no mdximo igual ao valor nominal de 5%. Em todos os casos os
testes tp,, LRT3 e Wq foram conservativos em algumas situagdes. Como pode ser
visto na Tabela 1 - Anexo, os testes t;,, LRTs ¢ Wy se sobressaem em relagao aos
demais, por controlar o erro tipo I, mesmo quando n = 10. Os testes LRT, LRTq,
LRT5 e W5 mostraram-se liberais em alguns casos. Apesar disso, segundo Jiang et
al. (1999), os testes LRTy e W5 podem ser recomendados quando n > 20, com LRT5
tendo uma ligeira vantagem sobre W5. Para n = 100, observou-se que, em todas as
configuracoes de X avaliadas, os tamanhos dos testes nao foram significativamente
diferentes dos valores nominais de 5%. No geral, os testes LRT, LRT; LRTy e Wj
foram liberais quando n < 75, n < 50, n < 20 e n < 25, respectivamente.

Por fim, o teste bootstrap nao-paramétrico t,, foi conservativo para amostras
pequenas (n = 25) e tendeu a ser exato para amostras maiores (n = 75).

Na Tabela 2 - Anexo estao apresentados, em porcentagem, as taxas de erro tipo
I do teste tp,. Esse teste foi avaliado em fungao do tamanho da amostra n € {20, 25,
50, 75, 100, 300, 500 e 1000}, e das matrizes de correlagdes para p = 4: p12, P14, P16,
P18, P20, P22, P24, P26, P28 € P30, resultantes de N = 10000 simulagoes Monte Carlo,
considerando o nivel nominal de significancia de 5%. Pode-se observar que para
amostras menores ou iguais a 100 o teste bootstrap nao-paramétrico tp, apresentou
taxas significativamente menores do que 5%, indicando um teste conservativo. Para
n > 300, o teste ¢, apresentou taxas de erro tipo I iguais ao valor nominal, o que
indica um teste exato.

Na Tabela 3 - Anexo estao apresentados, em porcentagem, os resultados de erro
tipo I do teste de igualdade de matrizes de covariancias ?;,, considerando diferentes
tamanhos amostrais n € {20,25,50,75,100,300,500 e 1000}, diferentes matrizes de
correlagoes com p = 10: p32, P34, P36, P38, P40, P42, Pad; P46, P48, P50 € P52 € valor
nominal de significAncia de 5%. E possivel observar que o teste tp, foi conservativo
quando n < 300 e tendeu a ser exato quando n > 500.

3.2 Poder

O poder de um teste é a probabilidade (1 — ) de rejeitar Hy quando ela é
falsa. Costa (1992) apud Gebert (2014) define o poder como sendo a sensibilidade
da regiao critica para perceber e rejeitar uma hipotese falsa.
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Na Tabela 4 - Anexo estdo apresentados, em porcentagem, os valores de poder
de sete testes de igualdade de matrizes de covariancias: tp,, LRT, LRT;, LRTS,
LRT3, W3, W5, em fungdo de n, p = 2 ¢ a = 5%. Os testes tp,, LRT3 ¢ Wy
apresentaram controle adequado do erro tipo I. Como consequéncia disso, espera-se
que os testes que sdo conservativos (tp,, LRT3 e W3) sejam menos poderosos que
os considerados liberais. Isso realmente aconteceu, como pode ser visto na Tabela 4
- Anexo. Como era de se esperar, o poder de todos os testes aumentou quando o
tamanho amostral (n) e as taxas de erro tipo I foram aumentadas. Para grandes
amostras (n = 100), o desempenho dos testes se igualou e seus valores de poder se
aproximaram de 100%.

De acordo com Jiang et al. (1999), no caso de duas normais bivariadas
dependentes, o teste da razao de verossimilhangas modificado LRTy e o teste
assintético Wy sao recomendados para serem usados em amostras de tamanhos
moderados ou grandes n > 20, enquanto que os testes LRT3 e Wy podem ser
aplicados para pequenas amostras. Pode-se verificar que em alguns casos de
pequenas amostras (n < 25) o teste W5 é mais poderoso do que Wy, e para
amostras maiores (n > 75) os dois testes mantiveram o mesmo poder. Segundo
Jiang e Sarkar (1998) isso se deve ao fato de W5 tornar-se cada vez mais poderoso
quando a diferenca entre 311 e Xos torna-se mais proeminente. Dentre os testes
apresentados por Jiang et al. (1999), o teste LRTs supera os demais por ter poder
elevado e controlar a taxa de erro tipo I para amostras de tamanho n > 20 de duas
populagoes normais bivariadas dependentes.

Os resultados de poder do teste tp,, considerando as matrizes de covariancias
(213, 15, B17, B1g, Vo11, X3, Xas, Bar, Mog € Xzy), n € { 20, 25, 50, 75, 100, 300,
500 e 1000}, com p = 4 e a = 5% foram bastante elevados, sendo superiores a 98%,
mesmo para amostras pequenas (n = 15).

Os valores do poder do teste t;,, considerando diferentes matrizes de
covaridncias com p = 10, diferentes tamanhos amostrais (n) e a = 5%, se
aproximaram de 100% em todas as configuracoes avaliadas, mesmo para pequenas
amostras (n = 20).

4 Consideracgoes gerais

Considerando as matrizes de covariancias quando p = 2, pode-se afirmar que
os testes t;,, LRT3 e W5 controlaram o erro tipo I em todos os casos analisados.
O poder do teste t,, se aproximou com o dos testes LRT3 e W5 quando n > 75.
Na maioria dos casos, o teste bootstrap nao paramétrico tp, foi conservativo quando
n < 50 e exato para n > 50.

Nas simulagoes para p = 4, o teste tp, foi conservativo quando n < 100, exceto
para pig, P26 € Pa2s, que foi conservativo quando n < 300; e exato para n > 100, com
excecao dos casos das matrizes de correlagoes pig, p2g € pa2g, que foi exato quando
n > 300. Analisando as matrizes de correlagoes quando p = 10, observa-se que o teste
tp, fol conservativo quando n < 1000; exceto para psa, pss, P40, P44 € Ps2, que foi
conservativo quando n < 500, e exato nesses casos de matrizes de correlacoes citadas
acima, quando n = 1000. Comparando o teste ¢, com todos os testes apresentados
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por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang et al. (1999), pode-se afirmar que em relagao ao
erro tipo I eles foram tao bons quanto ou melhores. E nas situagoes nao avaliadas
por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang et al. (1999), (p =4 e p = 10), o teste 3, controlou
o erro tipo I em todos os casos analisados. Nas situagoes comparaveis, o poder do
teste tp, se aproximou, em alguns casos, dos testes apresentados por Jiang e Sarkar
(1998) e Jiang et al. (1999), sendo superior a 95%, quando n = 100.

De uma maneira geral, o que se pode dizer sobre as taxas de erro tipo I é que
o aumento do nimero de varidveis nao acarretou variacao nos valores das taxas de
erro tipo I. Em relagao ao poder, o aumento do niimero de varidveis provocou um
aumento expressivo no poder, quase sempre igual a 100%, mesmo para amostras
pequenas n = 20.

Os resultados de simulagao Monte Carlo, obtidos por Jiang e Sarkar (1998) e
Jiang et al. (1999), se limitaram a apenas duas varidveis. Portanto, para um ndmero
maior de varidveis nao se viram relatos na literatura que possam ser comparados
com os resultados do teste ¢p,.

Conclusoes

Neste trabalho os objetivos propostos foram alcancados e obtiveram-se as
seguintes conclusoes:

Os testes tp,, LRT3 e Wy controlaram em todas as situacoes o erro tipo I,
em niveis iguais ou inferiores aos valores nominais de significincia, e apresentaram
desempenho superior aos testes LRT, LRT;, LRTy e W5, que sao liberais nas
situacoes de pequenas amostras. Nas situagoes em que foi possivel comparar o
teste proposto neste trabalho com os apresentados por Jiang e Sarkar (1998) (W3 e
W5s) e Jiang et al. (1999) (LRT, LRT,, LRT; e LRT3), pode-se dizer que em alguns
casos os resultados de poder do teste tp, foi superior a 95% e dos testes LRT35 e Wy
superiores a 97%. Portanto, pode-se afirmar que dentre os testes que controlaram o
erro tipo I, para p = 2, o teste t;, se aproximou dos testes LRT3 e W2, que foram
superiores aos seus competidores em todas as situagoes estudadas.

Para os casos em que ndo foi possivel fazer comparagao (p = 4 e p = 10), o
teste ¢, apresentou um 6timo desempenho, com marcas de quase sempre 100% para
n > 20. Portanto, recomenda-se a aplicacao do teste ¢, em situagdes reais.

SILVA, V. S. P.,; FERREIRA, D. F. Nonparametric bootstrap test for equal
covariance matrices of two dependent multivariate normal populations. Rev. Bras.
Biom., Lavras, v.34, n.2, p.210-232, 2016.

» ABSTRACT: This study aims to evaluate the type I error rates and power of the
nonparametric bootstrap test (ty,) for equality of covariance matrices of two dependent
multivariate normal populations in order to compare its performance with the test
presented by Jiang and Sarkar (1998) (W2 and Ws) and Jiang et al. (1999) (LRT,
LRT,, LRT> and LRTs). For this simulations Monte Carlo were performed, considering
the number of variables (p), sample sizes (n), covariance matrices (X) and significance
level (a) of 0.05. In the first case, for p = 2, it was concluded that among the tests that
controlled the type I error, the tests ty,, LRT3 and W2 were greater than its competitors
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in all cases studied. In relation to power, the test ty, approached the testing LRT%
and Wy and is considered intermediate. In the second case, it is considered that
p =4 and p = 10, it was concluded that the test ty,, showed high performance, in
most cases equal to 100% even for small samples (n = 20). Therefore, we recommend
the application of the proposed test ty, in real situations.

s KEYWORDS: Covariance matrices; bootstrap test; Monte Carlo simulation; power;
type I error.
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APENDICE

APENDICE A: Rotina no R para aplicacao do teste bootstrap nao-paramétrico

# Algoritmo implementado em R para testar duas matrizes de covaridncias na
# presenca de correlagéo

# A Funcdo recebe S_{11} e S_{22} e retorna

# o autovalor "lambda _ 1" e o vetor a do bootstrap ndo paramétrico

maxRhob <- function(S11, S22)

{
Gt <- chol(S11+S822)
GtI <- solve(Gt)
H <= t(GtI) %*% (S11-522) %x% GtI

aVaVe <- eigen(H)
rho_max <- aVaVe$values[1]
return(rho_max)

# Fungdo para obtencdo da estatistica t do teste: recebe a, S11, s12, S22,
# n e retorna o tb do bootstrap

tTestb.rhomax <- function(sll, s22, s12, n)

{
Rho_max <- maxRhob(sll, s22)
tb <- Rho_max*(n-2)"0.5/(1-Rho_max~2)"0.5
return(tb)

}

# Fung8o para trocar X’s com Y’s: recebe o vetor x (1 x 2p) (linha)
# a dimens&8o p (troca os p primeiros com os p’s utltimos)

trocaXY <- function(x, p)
{
if (runif(1) <= 0.5) {
y <= x[(p+1): (2xp)]
y <= c(y, x[1:p])
} else y <- x
return(y)

}

# Funcdo para reamostrar a matriz X (n x 2p)
# Retorna: Xb impondo HO, por meio de uma amostragem de uma amostra
# combinada preservando a covaridncia - lembrar de retirar a média

bootSample <- function(X)
{
n <- nrow(X)
p <- ncol(X) %/%h 2
sorteio <- sample(n, replace=TRUE)
Xb <- t(apply(X[sorteio,], 1, trocaXY, p))
return(Xb)
}

# Funcdo para executar o teste bootstrap
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bootTest <- function(it, X)
{
Xb <- bootSample(X)
S <- var(Xb)
p <- ncol(Xb) %/% 2
n <- nrow(Xb)
S11b <- S[1:p,1:p]
522b <- S[(p+1):(2*p), (p+1): (2*p)]
S12b <- S[1:p, (p+1): (2*p)]
tcb <- tTestb.rhomax(S11b, S22b, S12b, n)
tcb
return(tcb)

# Funcgdo para aplicar o teste bootstrap
# Recebe: X (n x 2p), B
# Retorna: o valor original tc e o valor-p

TestBootMaxRho <- function(X, B=1000)
{
S <- var(X)
p <- ncol(X) %/% 2
n <- nrow(X)
S11 <- S[1:p,1:p]
S22 <- S[(p+1):(2%p), (p+1): (2%p)]
S12 <- S[1:p, (p+1):(2*p)]
# calculo do tc original
tc <- tTestb.rhomax(S11, S22, S12, n)
it <- matrix(1:B, B, 1) # nimero de bootstrap, usa ao invés do loop,
# & o contador do bootSample.
tcb <- apply(it, 1, bootTest, X)

valor.p <- (length(tcb[abs(tcb) >= abs(tc)])+1)/(B+1)
return(list(tc=tc, valor.p=valor.p))

# Fungdo para simular dados e aplicar o teste bootstrap
# Recebe: a Matriz de Covaridncias pop., n e N
# Dependéncia: library MASS

library (MASS)
simMCB <- function(Sig, n = 10, N = 1000)
{

p <- nrow(Sig) / 2
ct <- matrix(c(0,0),2,1)
value <- c("0,05", "0,01")
rownames (ct) <- value
for (i in 1:N)
{
X <- mvrnorm(2, rep(0, 2 * p), Sig)
tc <- TestBootMaxRho(X, B)
if (tc$valor.p <= 0.05) ct[1,1] <- ct[1,1] + 1/N
if (tc$valor.p <= 0.01) ct[2,1] <- ct[2,1] + 1/N
}

return(ct)
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# Exemplo de Simulag&o

N <- 10000

n <- 10

##sob HO # Erro tipo I - matriz

Sig <- matrix(c(1,0.9,0.9,0.
0.9,1,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,
0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0
0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,1),8,8

eigen(Sig)

simMCB(Sig, n, N)

e correlagd
,0.9
.9,0
.9,0

0.9
9,1,
9,0

s

> .

s

,0.
1

O O 0 Q
© O oOow

. 9,1, .

~ © O ©

9
0
0

s

##sob H1 # Poder do teste - matriz de covaridncias 8x8
Vmeio <- diag(c(4,5,2,1,16,20,30,10))

Sigl <- Vmeio %xJ, Sig %*% Vmeio

simMCB(Sigl, n, N)
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Tabela 1 - Taxas de erro tipo I de sete testes de igualdade de matrizes de
covaridncias: LRT, LRT;, LRTs, LRT3, Wa, W5 e 4, (%), considerando
diferentes tamanhos amostrais (n), diferentes matrizes de covariancias

3 (4x4) € valor nominal de significancia de 5%.
b5} n LRT* LRT;* LRT,* LRTs* WP W5P thg
>, 10 14,00  10,80* 7,50% 3,807  5,30" 7,200 1,68T
15 9,20* 7,40* 5,70* 3,807" 4,20F 6,10*  2,55T
20 8,10* 6,90* 5,70* 4,20" 4,00t 5,90  2,71F
25 7,30* 6,30* 5,50 4,30F 4,007 5,70* 3,901
50 6,10* 5,70* 5,30 4,80" 4,20t 5,20  4,50"°
75 5,60* 5,30"°  5,10™° 4,70 4,50  5,10™ 4,46
100 5,40™° 5,30  5,10™° 4,80 4,70 5,20 4,70
>, 10 13,50  10,20* 7,10* 3,707 3,707 7,40* 1,34F
15 9,70* 7,90* 6,10* 4,00% 3,30" 6,40* 2,581
20 8,30* 7,20* 6,00* 4,50"  3,30%" 6,00* 2,97t
25 7,40*% 6,50* 5,50 4,407 3,30t 5,70% 3,901
50 6,20* 5,80* 5,30%%  4,80™ 4,007  5,40™  3,92F
75 5,70* 5,40"  5,20™% 4,80 4,307  5,30"  4,61"
100 5,507  5,30™° 5,10 4,80 4,50 5,207  4,54%°
5 10 13,80%  10,50* 7,20% 3,907 5,00%°  7,50* 1,657
15 9,50* 7,80 6,00* 4,00% 4,20" 6,50 2,767
20 8,30* 7,10* 5,80* 4,40t 3,80% 5,90 3,16%
25 7,30* 6,40* 5,50%°  4,407" 4,001 5,90* 3,47F
50 6,10* 5,70* 5,30 4,80™ 4,307  5,40™  4,02F
75 5,90* 5,60* 5,30"% 5,00  4,50"°  5,30" 4,53
100 5,50™ 5,40 5,20™%  4,90™  4,60"  5,10" 4,56
>, 10 13,20  10,30* 7,00* 3,307 4,007 7,50% 1,607
15 9,60* 7,80* 6,10* 4,10% 3,407 6,50* 2,60"
20 8,30 7,00 5,90* 4,30% 3,407 6,00* 3,117
25 7,50* 6,60* 5,60* 4,50"  3,50% 5,70* 3,75+
50 6,10* 5,70* 5,30%°  4,80™ 4,107  5,40™  4,16T
75 5, 60* 5,40"  5,10™  4,80"  4,50™ 5,40 4,75
100 5,50"° 5,30 5,10™ 4,90  4,60" 5,20"° 4, 53"
» Taxas de erro tipo I dos testes LRT, LRT;, LRT2 e LRT3, apresentados
por Jiang et al. (1999).
b Taxas de erro tipo I dos testes Wy e Wp, apresentados por Jiang e
Sarkar (1998).
* O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e maior que o
« correspondente, considerando uma confianga de 99%.
T O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e menor que o
a_correspondente, considerando uma confianga de 99%.
» () valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do «
correspondente, considerando uma confianga de 99%.
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Tabela 2 - Taxas de erro tipo I do teste de igualdade de matrizes de covariancias
tp, (%), considerando diferentes tamanhos amostrais (n), diferentes
matrizes de correlagoes p(sxs) € valor nominal de significancia de 5%.

n P12 P14 P16 P18 P20 P22 P24 P26 P28 P30

20 1,801 1,761 1,697 1,72 1,891 1,67 1,651 1,561 1,611 1,681
25 1,971 2,32t 2,22t 2,32 2,311 2,25+ 2,171 2,20t 1,921 2,101
50 3,461 2,83+ 3,34+ 3,38+ 3,411 3,301 3,00t 3,57+ 3,11+ 2,951
75 3,651 3,951 3,87t 3,621 3,851 3,85F 3,761 3,87 3,011 3,47+
100 3,861 3,97t 4,151 4,13F 4,13t 3,01+ 4,25t 4,03t 4,37t 3,90F
300 4, 5908 4, 5608 4,50t 4, 6708 4,898 4, 7708 4, 6308 4,45+ 4,30t 4, 6108
500 4,6718 4, 5708 4, 8818 4, 7018 4, 9908 4,881 4, 6618 5,1108 4,8318 5,1208

1000 4,9208 4, 7918 5, 0518 4, 8418 4, 6518 4, 7418 4, 7018 5,10m18 4,9108 4, 8418

+O wvalor pode ser considerado estatisticamente diferente e menor que o «
correspondente, considerando uma confianga de 99%.

ns O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do « correspondente,

considerando uma confianca de 99%.

Tabela 3 - Taxas de erro tipo I do teste de igualdade de matrizes de covariancias
ty, (%), considerando diferentes tamanhos amostrais (n), diferentes matrizes
de correlagoes p(20x20) € valor nominal de significancia de 5%.

n P32 P34 P36 P38 P40 P42 P4y P46 P48 P50 P52

20 0,01T 0,01T 0,05 0,041 0,00 0,02F 0,01T 0,02F 0,011 0,051 0,031
25 0,18F 0,19" 0,13F 0,31% 0,201 0,217 0,151 0,23 0,26% 0,231 0,181
50 1,00t 0,87t 1,30F 1,00t 1,081 1,131 1,231 1,17t 1,18t 1,037F 1,14
75 1,891 1,941 1,70t 1,871 2,111 1,841 1,851 1,90t 1,78t 2,13+ 1,961
100 2, 28+ 2,25F 2,43F 2, 42F 2, 30" 2, 48F 2, 40" 2,27F 2,40t 2,44t 2,26F
300 3,73F 3,761 3,501 3,891 3,681 3,74t 3,79 3,88t 3,87t 3,74t 3,75+
500 4,54+ 4,19t 4,14t 4,24+ 3,95+ 4,51t 4,20t 4,17+ 4,13+ 4,05+ 4,201

1000 4,37t 4,80™% 4,46t 4,70 4,76 4,53F 4,61™ 4,40t 4,43t 4,50t 4 6678
+ O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e menor que o a correspondente,

considerando uma confianga de 99%.
ns O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do « correspondente,

considerando uma confianga de 99%.
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Tabela 4 - Poder de sete testes de igualdade de matrizes de covariancias:
LRT, LRTy, LRTs, LRT3, Wy, W5 e t3,(%), considerando
diferentes tamanhos amostrais (n), diferentes matrizes de

covariancias X(sx4) € @ = 5%.

b5} n LRT?* LRT,* LRT.* LRT3* WP WsP tog
s 10 28,40 22,50 16,70 9,10 18,30 18,50 1,81
15 32,20 28,30 23,90 18,20 25,40 25,50 11,49
20 39,3 36,30 32,80 27,00 34,00 33,90 20,75
25 46,30 43,70 40,90 37,00 42,30 42,00 29,63
50 76,60 75,60 74,50 73,00 75,50 75,10 65,33
75 92,10 91,80 91,50 91,00 91,80 91,70 86,68
100 97,50 97,40 97,30 97,20 97,60 97,60 95,26
S 10 39,20 33,30 26,40 16,40 10,20 27,80 7,55
15 49,30 45,00 39,80 32,50 15,90 41,20 22,00
20 60,30 57,10 53,60 48,00 27,50 54,40 36,61
25 69,60 67,50 64,90 61,20 43,40 65,70 51,96
50 94,90 94,50 94,10 93,60 90,70 94,30 92,00
75 99,40 99,40 99,40 99,30 99,10 99,40 98,99
100 99,90 99,90 99,90 99,90 99,90 99,90 99,89
7 10 48,50 42,10 34,90 24,50 8,90 34,20 8,85
15 60,00 56,10 51,30 43,80 19,90 50,50 23,71
20 71,00 68,40 65,20 60,30 39,10 64,80 41,06
25 80,60 78,80 76,70 73,50 58,40 76,40 56,92
50 98,30 98,10 98,00 97,70 96,60 97,90 94,32
75 99,90 99,90 99,90 99,90 99,80 99,90 99,61
100 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,99
s 10 92,40 89,00 84,70 72,50 88,20 88,10 46,03
15 98,90 98,40 97,80 96,90 98,30 98,50 84,31
20 99,90 99,80 99,70 99,70 99,80 99,90 96,76
25 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,52
50 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
75 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
100 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
S 10 28,10 22,50 16,50 8,60 18,30 18,20 5,16
15 32,60 28,90 24,40 18,60 25,50 25,50 11,82
20 39,40 36,30 32,80 28,10 34,20 34,00 20,59
25 47,00 44,50 41,70 37,40 42,90 42,50 29,54
50 78,00 77,10 76,00 74,60 76,20 75,70 66,10
75 92,60 92,40 92,00 91,60 92,40 92,20 86,79
100 97,90 97,90 97,80 97,70 97,90 97,80 95,21
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Tabela 4 -

“continua”
= n  LRT® LRT;* LRT>* LRTs* W," Ws" tog
30 10 41,00 35,00 27,40 16,90 10,40 28,20 7,66
15 50,00 46,00 40,80 33,50 16,20 41,90 21,39
20 60,70 57,70 54,00 48,70 28,00 54,60 37,21
25 69,90 67,70 65,10 61,10 43,80 66,20 52,18
50 94,90 94,60 94,20 93,70 91,00 94,5 91,59
75 99,50 99,40 99,40 99,30 99,10 99,40 99,17
100 99,90 99,90 99,90 99,90 99,90 100,00 99,93
3111 10 48,60 42,50 35,20 25,20 9,10 34,20 8,79
15 60,30 56,30 51,20 43,50 20,00 50,70 23,77
20 71,20 68,70 65,40 60,50 39,40 65,30 40,99
25 80,80 79,10 77,00 73,90 58,90 76,80 57,07
50 98,30 98,10 97,90 97,70 96,70 98,00 94,40
75 99,90 99,90 99,90 99,90 99,90 99,90 99,63
100 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,99
2 Poder dos testes LRT, LRT1, LRT2 e LRT3, apresentados por Jiang et al.
(1999).

> Poder dos testes W2 e W5, apresentados por Jiang e Sarkar (1998).
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