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RESUMO: A analise de diagnostico da qualidade do ajuste ¢ uma importante fase em modelos de
regressdo, principalmente no que tange a ocorréncia de outliers, que podem provocar distorgdes
substanciais nos parametros estimados do modelo. Neste trabalho, abordou-se dois métodos
inovadores nessa area: o método da influéncia local, que foi proposto, inicialmente, por Cook
(1986) e a inclinagdo maxima, proposta por Billor e Loynes (1993). A proposta de Cook consiste em
avaliar a curvatura normal de uma superficie, com base na medida Likelihood Displacement
(afastamento pela verossimilhanga), sob uma pequena perturbagio no modelo. Em seguida,
apresentou-se a abordagem de Billor e Loynes (1993), os quais aplicaram uma medida afastamento
pela verossimilhanca modificada. Com isso, a inclinagdo maxima ¢ utilizada como medida da
influéncia de outliers no modelo. Inicialmente a proposta de Billor e Loynes (1993) era aplicada no
modelo normal, desenvolveu-se essa proposta também para o modelo logistico. Apresentou-se duas
aplicagdes, nas quais foram utilizadas técnicas de analise de diagnoéstico da qualidade do ajuste, por
meio de graficos e das duas propostas: influéncia local e inclinagdo maxima. No caso do modelo
normal linear simples, a curvatura normal e a inclinagdo maxima apresentaram mesma sensibilidade
na indicacdo de observagdes influentes. Ja na segunda aplicacdo, as técnicas utilizadas nesse
trabalho, ndo mostraram uma indicagdo consistente em relagdo a alguma observagao, porém alguns
graficos coincidiram na indicagdo da observagao 13, como a que mais se destaque, estando afastada
das demais.

PALAVRAS-CHAVE: Anélise de regressao; regressao logistica; técnicas de diagndstico; influéncia
local; inclinagdo maxima.

1 Introducao

Segundo Billor e Loynes (1993), um topico importante na analise de diagndstico
¢ a deteccdo de pontos que exercem um peso desproporcional nas estimativas dos
parametros do modelo, os outliers. Para eles a delecdo de pontos talvez seja o método
mais conhecido para avaliar o impacto da retirada de uma observacdo particular nas
estimativas da regressao.

Cook (1986) propoe um método inovador para avaliar a influéncia conjunta das
observagdes sob pequenas mudangas (perturbagdes) no modelo, ao invés da avaliagdo pela
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retirada individual ou conjunta de pontos. Essa metodologia, denominada influéncia local,
segundo Paula (2004), tem tido grande aceitagdo entre os pesquisadores e usuarios de
regressao.

Billor e Loynes (1993) apresentaram uma outra proposta para avaliar a influéncia
de outliers em modelos de regressdo normal, aplicaram uma medida afastamento pela
verossimilhan¢a modificada, cuja primeira derivada ndo se anula. Com isso, a inclinagdo
maxima ¢é utilizada como medida da influéncia de outliers no modelo. Tanto a
metodologia de Cook (1986) como a de Billor e Loynes (1993) utilizam a medida
likelihood displacement (afastamento pela verossimilhanca) como fungdo objetivo.

A proposta deste trabalho € apresentar algumas técnicas graficas de analise de
diagnostico e os dois métodos ja citados, o método da influéncia local de Cook (1986) e
da inclinagdo maxima de Billor e Loynes (1993), este tltimo foi proposto originalmente
para o modelo normal, desenvolveu-se uma adaptagdo do mesmo para o modelo de
regressdo logistico. Mostrou-se o desenvolvimento teérico dos dois métodos e apresentou-
se duas aplicagdes.

Na segunda secdo, se desenvolveu o modelo logistico, se definiu alguns residuos
e destacou-se algumas técnicas graficas, na terceira se¢@o obteve-se varias versdes para o
calculo da curvatura normal, na quarta secéo aplicamos as técnicas graficas e a influéncia
local e a inclinagdo maxima em dois exemplos, um modelo linear ¢ outro modelo
logistico. Finalizou-se com as conclusdes.

2 Modelos logisticos, residuos e técnicas graficas

2.1 Regressio logistica

Apresentados por Nelder e Wedderburn (1972), os modelos lineares generalizados
(MLG’s), permitem que a distribui¢do da variavel resposta pertenca a familia exponencial
de distribuicdes, significando que cada componente do vetor de observagdes Y tenha a
funcdo densidade ou funcdo de probabilidade na forma

f(,0,0) = exp {B[y0; — b(0,)] + c(y,0)}, (2.1

em que os 0;,; sdo os pardmetros de interesse € @ é o parAmetro de dispersdo e b(0;) =
E[y;]. Com relagdo a componente sistematica do modelo, as variaveis independentes
X1,X5,++, X, produzem o vetor n = (11,75, ..., ,) como preditor linear, que, no caso da
regressdo normal linear multipla, ¢ dada por

Ny = Bo + Prx1i + Poxpi o+ .Bpxpi
=x{B,comi=12,..,n 2.2)

em que o vetor xf = (1,Xq;,%y;, ..., Xp;) ¢ a i-ésima linha da matriz X de variaveis
explicativas e 8 é o vetor de pardmetros do modelo. Além disso, a ligacdo entre a parte

sistematica e a média condicional da variavel resposta se da por meio da seguinte relagio:

w=9"m), i=12.,n
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em que g(.) ¢ denominada de funcdo de ligacdo, que deve ser monotona e diferenciavel.
No caso da regressdo normal, € a fungdo identidade.

No caso da regressdo logistica simples, assume-se que nY~b(n,p). Com isso, a
sua funcdo de probabilidade fica estabelecida por

emque0<p<ley € {0, ...,l,...,l}.

n
Uma fung@o de liga¢do, denominada logit, ¢ definida por

t > logit(t) = In 1L_t (2.3)
Dessa forma, obtém-se o modelo logistico linear simples

logit p(x) =7 (2.4

em que 1) = f, + B, x € o preditor linear, e 8, e 5, sdo parametros desconhecidos. Segue,
de (2.3)e (2.4), que

eBo+B1x

p() = e 2.5)

Para o caso da regressdo logistica multipla. Considere-se o modelo geral de
regressao logistica multipla

eh ePotBix1++Bpxp

p(x) = (2.6)

1+en 1+ePotBix1++Bpxp*
2.2 Residuos

O residuo para a i-ésima observac@o ¢ definido como uma funcdo do tipo r; =
r(y;{;), cujo objetivo é medir a discrepancia entre o valor observado e o valor ajustado da
i-ésima observacdo [i,. A defini¢do mais usual € a de residuo ordinario, dada por

L=y 2.7
Parar; = (1y;, 1y, -, T)¢, tem-se que, para o modelo de regressdo normal linear,
r = - H)y,

em que H = X(X*X)1X* ¢é chamada de matriz hat. O elemento h;;, definido a seguir,
pertence a diagonal da matriz H e desempenha um importante papel na construcdo de
técnicas de diagnostico
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h’ii = xf(XtX)_lxl’. (28)

Em particular, Var(r;) = (1 — h;;)o2. Partindo do pressuposto de que todos os
pontos exercem a mesma influéncia sobre os valores ajustados, espera-se que o valor de
h;; esteja proximo de %. Convém, entdo, examinar aqueles pontos, tais que h;; > sz’ que
podem ser diagnosticados como pontos que estdo localizados em regides remotas no
subespago gerado pelas colunas da matriz X (PAULA, 2004).

Em relagdo ao modelo de regressdo normal linear, tem-se que 7;~N(0,c?).

Assim, podem-se obter os residuos studentizados, denotados por t;, dividindo-se cada r;
2

. . ~ i r
pelo seu respectivo desvio padrdo amostral s(1 — h;)"/2, em que s? = ?=1$ éo

estimador da variancia a2, Logo,

r
tt=———%,i=1,..,n. 2.9
t s(1-h;;) 1/2 ( )
Como 7; e s? ndo sdo independentes, t; ndo segue uma distribuicio ¢ de Student,
como se poderia esperar. Paula (2004) mostra que o problema da dependéncia entre 7; e
s2 pode ser contornado, com algumas substitui¢des na equagio (2.9). Dessa forma, tem-se
que o novo residuo studentizado que é dado por

n-p—-1 1/2
t;‘=ti( P ) ) (2.10)

n—p—t?
segue uma distribuigdo t,_,_;.
A definicdo de residuo studentizado para os MLGs ¢ feita de forma analoga a

utilizada na regressdo normal linear. Observa-se que, para os MLGs, os estimadores dos
parametros do modelo sdo dados por

B = (XtWX)  XtWz,
em que z = 7j + W-V2V-1/2(y — f1). Assim, pode-se definir o residuo ordinério por
r=V12(y-p). (2.11)
Assim, os residuos standartizados para os MLGs sdo definidos por

te = ¢ (yi-fy)
L )
/91'(1—51'1')

em que h;; pertence a diagonal da matriz hat.

Os residuos mais utilizados em MLGs sdo definidos a partir dos componentes da
fungdo desvio (DEMETRIO, 2002). A versdo padronizada (DAVISON e GIGLI, 1989;
MCCULLAGH, 1987) é dada por

(2.12)
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o2 d(yip)
tpi = ——F——, 2.13
Di ‘/'1_—’1” ( )
n ~ ~ ~ ~ 1/2
Para os modelos logisticos lineares, esse residuo toma a forma particular

3 {2n;|Inp;|}1/?

Di — ,

1-hy

em 0 <y; <n;. Quando y; =0, tem-se que, quando y; =n;, em que h; assume a
seguinte forma:

~ . R ~ -1
hy = np;(1 = p)xi(XVX) x;
comV = diag[np;(1 = py), ... (1 =Pl eny + -+ 1, = n.
O residuo studentizado tg;, para o modelo logistico linear, é dado pela expressao

a seguir:

_ i—nipy)?
;=
J(l—ﬁii)[niﬁi(l—ﬁi)]

t (2.14)

Para os MLGs a influéncia exercida pelo valor da i-ésima observagdo no modelo
ajustado é medida ao avaliar o impacto sobre o logaritmo da fungdo de verossimilhanga
I(B,y) com a retirada desta observac@o. Para medir a influéncia das observagdes nas
estimativas dos coeficientes do modelo logistico, Cook e Weisberg (1982) apresentam a
medida

(yi—nipp)?
LD; =
Y (1-hy) upi(1-5)]

(2.15)

2.3 Técnicas graficas e avaliacio do modelo ajustado

Uma fase importante da analise de diagndstico € a interpretacio de graficos
utilizados para detectar pontos suspeitos de serem aberrantes e/ou influentes. Para os
modelos de regressdo normal linear, os graficos mais utilizados s@o, segundo Paula
(2004):

(1) grafico de t; contra a ordem das observagdes; usado para detectar pontos
aberrantes;

(ii) grafico de t? contra os valores ajustados; indica a ocorréncia de
heterocedasticidade nos dados;
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(iii) grafico de h;; contra a ordem das observacdes; também ¢é usado para detectar
observagoes
suspeitas de serem aberrantes;

(iv) grafico das coordenadas do vetor que produz a maior influéncia local ( €,,,,) €
que ¢ dado pelo autovetor normalizado correspondente ao maior autovalor
da matriz F, que sera definida com mais detalhes na seg¢do 3, mais
especificamente na formula em (3.10), contra a ordem das observagoes;
destaca pontos que podem ser influentes;

(v) grafico normal de probabilidade com envelopes; indica se ha possiveis
afastamentos da normalidade na distribuicdo dos residuos. E o grafico de t;
contra os valores esperados das estatisticas de ordem da normal padrdo

(Z’ 0) S).

Para os MLGs, as técnicas graficas mais recomendadas sdo as seguintes:

(i) grafico de t; contra os valores ajustados; detecta a ocorréncia de pontos
discrepantes em relag@o aos demais; estes pontos podem ser influentes ou de
alavanca;

(i1) grafico de tp;, contra os valores ajustados ou contra a ordem das observagdes;
detecta pontos influentes;

(iii) grafico de h; contra os valores ajustados ou contra a ordem das observagdes;
detecta observagdes suspeitas de serem aberrantes;

(iv) grafico de LD; , na equagdo (2.15), contra a ordem das observagdes; as
informacdes mais discrepantes neste grafico podem ser pontos de alavanca
e/ou influentes;

(v) grafico normal de probabilidade para t,; com envelopes; fornece indicios de
afastamento da suposicdo sobre a distribui¢do adotada para a variavel
resposta.

Uma das formas de avaliagdo de modelos ajustados, visa a deteccdo de pontos

que se encontram significativamente mais afastados dos demais. Estes pontos, sdo
usualmente denominados de outlier, e formam a base para o desenvolvimento de técnicas
de diagndsticos do ajuste de modelos de regressao.

Podemos classificar um outlier, conforme sua caracteristica, do seguinte modo

(ver Paula, 2004):

454

e Pontos aberrantes: sdo pontos que tém certa influéncia sobre os valores
ajustados, embora ndo estejam muito afastados dos demais pontos.

e Pontos de alavanca ou de alto leverage: sdo pontos que estdo mais afastados dos
pontos no subespago gerado pelas colunas da matriz X. Estes pontos ndo
influenciam de forma significativa as estimativas dos parametros.

e Pontos influentes: sdo pontos que ao mesmo tempo sdo de alto leverage e
aberrantes.
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3 Avaliando a influéncia local por meio da curvatura normal
3.1 Influéncia

Considera-se a funcdo de verossimilhanca para o pardmetro § a seguir

LB = ) w16,
=1

em que [(B,y;) € o logaritmo da fungdo de verossimilhanga correspondente a j-ésima
observagdo € w; € um tipo de perturbagdo, tal que 0 < w; < 1. Quando w; = w, =+ =
wy, =1, significa que ndo ha perturba¢do no modelo € quando w; = 0 significa que a j-
ésima observacao foi excluida.

A medida de influéncia mais conhecida ¢ a distancia de Cook, definida por

_(B-B.) &x*0)(B-B.)

D
ps?

w

em que B, = (X'AX)"1X!Ay e A= diag{w,, .., w,}. Esta medida mede quanto a
perturbagdo w = (wy, ..., w,)" afasta B, de B, segundo a métrica XtX.

Quando o i-ésimo ponto é excluido, Paula (2004) mostra que a distdncia de Cook
fica expressa por

_ 42 _hi 1
Di =t (1-hi) p (31
Para os MLGs a influéncia exercida pela i-ésima observagdo no modelo ajustado
¢ medida ao avaliar o impacto sobre o logaritmo da fung@o de verossimilhanga I(f3,y)
com a retirada desta observacao.
Uma medida utilizada para avaliar este impacto é conhecida como afastamento
pela verossimilhanca (Likelihood Displacement) que, segundo Cook e Weisberg (1982), é
definida por

LD; = 2[1(Bw,y) = lBay ¥, (3.2)

em que l(ﬁ(,-), ¥y)¢é a log-verossimilhanga sem a i-ésima observa¢do. Em Demétrio (2002)
¢ mostrado que

LD; =[] ¢Z. (3.3)
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Para medir a influéncia das observacdes nas estimativas dos coeficientes do
modelo logistico, a versdo da medida afastamento pela verossimilhanca utilizada é dada
por

(y; —nip;)?

LD, = — 21 .
(1 — hy) np (1 = ]

i

3.2 A curvatura normal em um grifico de influéncia

Cook (1986) utiliza a medida afastamento pela verossimilhanga para avaliar a
influéncia local, que é definida por

LD(w) = 2{1(B) — 1(B.)}. (3.4)

quando w varia numa vizinhanga de w,. Observe que a equagdo em (3.4), na verdade,
relaciona a estatistica D;(w) de Cook e a medida afastamento pela verossimilhanga
definida em (3.2). Decorre dai que um grafico de LD (@) versus w contém informagdes
essenciais da influéncia do esquema de perturbagdo utilizado. Esse grafico pode ser
interpretado como a superficie geométrica (q + 1) — dimensional formada pelos valores
do vetor

Wy
Wy
® .
a(w) = (LD(w)) = 5
Wq
LD (w)

quando w varia em () . A superficie definida acima é chamada de grafico de influéncia.

Nesta secdo a ateng@o centra-se no método de diagnostico da influéncia local,
avaliado por meio da curvatura normal. Este método, consiste em se avaliar o
comportamento da curvatura normal em torno de um ponto w, pertencente ao grafico de
influéncia a(w), lembrando que w, corresponde ao ponto em que l(ﬁ) = l(B|w,). Para
0 caso particular de ter-se ¢ = 1, o grafico de influéncia se reduz a a(w) = {a;(w)},i =
1,2, o que equivale a curva plana a(w) = (w, LD (w)), cuja curvatura é dada por Stoker
(1969, p. 26),

_ lagay—ayayl
- 3/2’
.2 .2
<a| +a2>

em que as notacdes ¢ e & denotam a primeira e a segunda derivadas de «,
respectivamente.

3.5)
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Quando g > 1, um grafico de influéncia é uma superficie em R?*! e, dessa
forma, a nog¢do de curvatura torna-se mais complexa. Estamos interessados em avaliar
como a superficie a(w) desvia-se de seu plano tangente em torno do ponto w, e, para
isso, sera considerado o comportamento das se¢des normais da superficie proxima a esse
ponto. As se¢des normais sdo obtidas pelas interse¢des entre a superficie a(w) e os
planos contendo o vetor normal ao seu plano tangente em w,. As curvaturas dessas segdes
normais sdo denominadas de curvaturas normais (STOKER, 1969).

Para obter uma se¢do normal, considere uma diregdo arbitraria em RY, que sera

representada por um vetor {de comprimento unitario, e uma reta em ) —R? passando
por w,, que denotaremos por

w(a) =w,+al, coma€R.

Essa reta gera uma linha projetada (lifted line) sobre a superficie a(w) passando
pelo ponto a(w,), que consiste em uma curva sobre essa superficie. Cada dire¢do /
especifica uma linha projetada e vice-versa, pois o plano tangente a superficie em w, €

gerado pelas colunas da matriz V cujos elementos sdo 0 @) ,i=12,...,9q+1;j=

@j

1,2, ..., q, com todas as derivadas avaliadas em w,.

3.3 A Curvatura normal de uma lifted line

A lifted line (linha projetada) em uma dada direcdo / consiste na curva plana

t
dada por p (a) = (’01' pz) = [a,LDw(a)]® e pode ser vista como o conjunto dos

t t
pontos de a(w), gerado pelos vetores b4 € (ﬁ ,0) . A curvatura normal da curva p

(a), na diregéo ¢, adaptada de (3.5) é escrita da seguinte forma:

‘plbz_pzbl
Cp =
(pfwoi)

avaliada em @, seja b, o vetor da base candnica de R?**, com I na tltima posi¢io e
Zero nas outras.

Para melhor avaliar esta expressdo, deve-se lembrar da suposi¢do de que a fungdo
de log-verossimilhanga perturbada [(B,w) é de classe C? em (B, w®)! e, para a

(3.6)

t
superficie p (a) = (p v P 2) = [a, LDw(a)]t, tem-se o seguinte:

e o D
pl_da_ 'pl_daz_'

d d a?
° aw(a)=a(w0+a€),logoﬁ—0,
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e Com algumas transformagdes encontra-se:
= |LD{w(@)}|,

avaliada em @ = 0. Utilizando novamente a regra da cadeia, segue que
2

. t 0
LD{w(a)} = ( WLD{(D(G)}Z'

pois a matriz hessiana é simétrica. Avaliando-se a derivada em a = 0, obtém-se a
curvatura normal do grafico de influéncia a(w), que é dada por

t .
Cﬁ = |€ LD(w0)€|. (3.7)
Pode-se mostrar que,

F = AtiA (3.8)

em que F é uma matriz quadrada de dimensdo g X g, cujos elementos sio dados pelas

0B _ _PLG) i A _0er—
derivadas o0 avaliadas em w = w,, temos A= o oat J=—-L7"+A=0¢] =
9Bw
cwy

Observe que, pela defini¢do do afastamento pela verossimilhanga, tem-se que
portanto, a curvatura normal vista em (4.6) fica resumida por

cg =2[£tﬁf], (3.9)

Uma forma operacional para a curvatura normal, utilizando-se o resultado (3.8)
na equacdo (3.9), obtém-se a seguinte forma de curvatura normal para o grafico de

influéncia a(w), na direcdo de um vetor unitario /:
t t .
cg =2‘£ A L‘lAf‘. (3.10)

Com a equacdo (3.10) pode-se avaliar a influéncia que pequenas perturbagdes
produzem sobre os componentes do modelo. A direcdo que produz maior influéncia local,

{ & o autovetor normalizado correspondente ao maior autovalor C,,,, da matriz F.

Por meio dele identificamos os fatores mais influentes para o esquema de perturbagdo em
andlise. Similarmente, os autovetores associados com os autovalores intermedidrios
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podem também ser utilizados para investigar o comportamento da superficie em diregdes
relativas a curvaturas menos extremas.

A curvatura normal para o modelo de perturbagdo no modelo normal linear ¢
dada por,

_2 pt esqesq
€ =2 ¢ [D(e)PxD(e) +22] ¢, (3.11)
em que ez = (ef.--+,e3) , Py = X(X'X)"'X*, D(e) = diag(e;) , vale ressaltar que nio
sdo conhecidas expressoes analiticas para autovetores ¥,,,, da matriz E. Segue que,

substituindo-se o resultado da matriz F na equagdo (3.8), obtém-se a curvatura normal
para avaliar a perturbacdo de observagdes inviduais e regressao logistica,

C, = 21€' D{x}Py D{x}¢. (3.12)
Em que Py, = WW'W) 'W'e D{x} = diag{x;}.

4 Avaliando a influéncia local através da inclinacio maxima de uma lifted
line

A abordagem de Cook para diagndstico de influéncia local apresenta certas
dificuldades praticas, em algumas situagdes. Billor e Loynes (1993) destacam quatro
dessas dificuldades, listadas a seguir:

(i) A escolha de um referencial para comparar com o valor da curvatura maxima obtida

ndo é bem clara. O valor 2 foi sugerido por Cook (1986) como um referencial, ou seja, se

a curvatura exceder 2, indica sensibilidade local, porém, esse valor é independente nao

apenas dos dados e do modelo como também das dimensdes n, p e q. Portanto, ndo parece

convincente a escolha desse valor como referencial.

(ii) o célculo da curvatura maxima (C,,q,). Em situagdes relativamente simples, ndo ha
uma formula explicita disponivel para a curvatura maxima, por exemplo, no caso de
regressdo normal linear;

(iii) a falta de invariancia da curvatura sob reparametrizagdo do esquema de perturbag@o.
Schall e Dunne (1992) propdem uma solug@o para o problema de falta de invariancia
da curvatura maxima, sob reparametrizagdo do esquema de perturbacdo, usando a
relacdo entre o fator de inflagdo da variancia e a curvatura maxima;

(iv) a falta de definicdo dos parametros. Billor e Loynes (1993) mostram, por meio de um
exemplo pratico, uma dificuldade decorrente da falta de definicdo dos parametros.

Considere o modelo de regressdo normal linear
— ot P
Y= xiﬁ +0'l'£l',l = 1, Wy n

e as duas versdes de um esquema de perturbacdo a seguir:
a) Versao 1:
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_fo(1+w),i=1
@_{ o,i>2 .1
b) Versdo 2:
og,i=1
0 =12 ;s (4.2)
1-w

Quando ¢ ndo ¢ conhecido, os modelos (4.1) e (4.2) sdo idénticos. Contudo,
Billor e Loynes (1993) constataram a ocorréncia de certa diferenga no célculo da
curvatura maxima para as duas versdes apresentadas.

4.1 Medida de afastamento pela verossimilhanca modificada

A medida apresentada por Billor e Loynes (1993) para medir a influéncia
local, que definiremos mais adiante, tem, de imediato, a vantagem de estar de acordo com
a falta de defini¢@o dos parametros, como discutido no inicio deste capitulo.

Considere a medida afastamento pela verossimilhanga modificada, definida por

LD*(w) = —2[1(8) — (8,,|w)], (4.3)

em que 8 e 8, sio os estimadores de maxima verossimilhanca do vetor de pardmetros
desconhecidos 0, sob os modelos original e perturbado, respectivamente.

Note que, com a medida LD*, o problema da escolha dos parametros desaparece,
visto que l(@wlw) ¢ a maxima verossimilhanca sob o modelo perturbado, a qual
independe de uma particular escolha de parametrizacao.

Em relagdo a delecdo de observagdes, Billor e Loynes (1993) levantam a seguinte
questdo: se nosso interesse ¢ perturbar o modelo, devemos conservar os dados inalterados,
mas, no caso de delecdo de observagdes, ocorre, na verdade, uma modificagdo na
dimensdo dos dados. Sendo assim, a omissdo de um ponto dos dados parece ser mais do
que uma simples perturba¢do, podendo ser mais bem entendida como outro tipo de
operagao.

Para lidar com essa dificuldade, Billor e Loynes (1993) usam o fato de que as
estimativas dos pardmetros 8 @ € 6'%1.), baseados no conjunto dos dados sem a i-ésima
observagdo, sdo iguais as obtidas quando usamos o modelo outlier mean shift
(deslocamento de média) com o conjunto dos dados completo.

Considere o modelo de regressdo linear, com todas as suposi¢des usuais, exceto
que a varidncia dos erros seja conhecida e igual a 02. A influéncia local de Cook foi
motivada pela estatistica D;, definida na equac@o (3.2). Para a medida afastamento pela
verossimilhanca LD*, definimos a estatistica D; como uma analoga natural da estatistica
de Cook, D;. Dessa forma, D; mede a diferenca entre B ¢ B;, em que B ¢ o estimador de
maxima verossimilhanca de S.

Se [(B) denota a fungdo de log-verossimilhanga do modelo original e [,,,;(8, ¢) é
a log-verossimilhanga do modelo deslocamento de média, dado por

y=XB+dip+e 4.4)
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em que d; ¢ um vetor n X 1, com o i-€simo elemento igual a 1 e os restantes iguais a zero,
defina

LD} = =2[U(B) = Lns(Beiy, 0)]- (4.5)

A funcgdo de log-verossimilhanga para o modelo deslocamento de média €

1

lms(ﬁ(i)vd’) = —;Zjﬂ(y]' - xfﬁ)z- (4.6)

Derivando [,,; em relagdo ao vetor 8, e igualando-se a zero a derivada, tem-se
que

Brms = XXXty — (X*X) L x;.

Considerando que B = (XX)"'X’y, obtém-se o estimador de méxima
verossimilhanga do vetor de pardmetros f, para o modelo deslocamento de média

Brs =B — (Xt X)'x;. (4.7)

Agora vamos obter o estimador de maxima verossimilhanca do pardmetro ¢.
Segue que, derivando-se a equagdo (4.6) em relagdo a ¢, tem-se

ol 1
75 =~ i X - HED).

Igualando-se a zero este resultado e substituindo-se o valor de B,,,s dado na equagdo (4.7)
no resultado, obtém-se que

¢ =y — fl; + Phy,

em que f; = x{B é o valor predito para y; da regressio de y sobre X e h; =
xE(XEX)1x; € o elemento (i, i) da matriz hat. Pode-se, ainda, escrever

¢ =1+ Phi= o (48)

em que 1; = y; — f1; € o i-€simo residuo ordinario da regressdo de y sobre X.
Observe que se pode escrever o estimador de maxima verossimilhanga do vetor
de parametros B, sem a i-ésima observa¢ao no modelo, como

—~ -1
By =X'wXw) X'wYa (4.9)
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em que X(;) € a matriz de varidveis explicativas sem a i-ésima linha e Y(;) € o vetor de
variavel resposta sem o i-ésimo elemento. Segue que

Xt(i)X(i) = XtX - xixf.

Aplicando-se o resultado do teorema em (COOK; WEISBERG, 1982) ao
segundo membro da equacdo acima, tem-se que
XX taxb(XtX)!
1—xi(XtX)x;

-1
(X'oXp) =&X)7+
Substituindo-se o resultado acima na equagdo (4.9) e fazendo algumas
transformagoes, tem-se

T
1=hy

Boy =B ———(X'X)"'x; (4.10)

Vamos considerar, agora, apenas a parte relevante da log-verossimilhanca do
modelo original. Assim,

1 N t 2
B) = =555 ) i~ XB).
i=1
Segue dai que

I(B) = — 55X ni? (4.11)

Do mesmo modo, considere-se, agora, apenas a parte relevante da log-
verossimilhanga do modelo deslocamento de média em (4.6). Tem-se que

lms(ﬁ(i)'d)) = —#(}’i - xfﬁ —¢)? — #Z]ﬁl(yi - xfﬁ(i))z'

Substituindo-se os resultados em (4.8) ¢ (4.10) na equagdo acima ¢ operando
algumas transformagdes, tem-se

T

Lns (B - - )
ms(B(i)v(p)—_T‘_z{ri_ri} ~ 552 Tj+1_—h” i -
em que h;; = x; (X*X) ™ x; ¢ o elemento (i, j) da matriz hat. Segue que

s 1 , 1 T 2
Lns(Bay, b) = oz i1 _THZ{rj + 1__hiihij} -
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2
. 1 Ti .
Somando e subtraindo a parcela Py {ri = ;l hii} no resultado acima tem-se
i

que

~ , 2 . 2
s (B $) = 575801 (1 + b)) + 50 (ri 4 o has) - (12)

Substituindo em (4.11) e (4.12) na equag@o (4.5), segue que

LD*—i{—z I h2+i} 4.13
LT g2 1=y <=1 T T g2 24571 T S “.13)

Observe que

Hr = X(X*X)"'Xt(y — XB)
=XB-XB=0

Logo, todos os elementos do produto Hr sdo iguais a zero. Ou seja,
Y= hyjr = 0,Vi. (4.14)
Além do mais, como H ¢ uma matriz simétrica e idempotente, tem-se que
T hf; = hy (4.15)

Substituindo-se os resultados em (4.14) e (4.15) na equag@o (4.13), tem-se

LD; = o2y’ (4.16)

Note que a medida acima depende apenas de duas quantidades, os residuos r; e
os elementos da diagonal principal da matriz hat.

Na secdo (3), viu-se que uma motivagao para a influéncia local de Cook (1986) é
a relacdo, entre a estatistica D; e a medida de afastamento pela verossimilhanga LD, visto
na subse¢do (3.1). Billor e Loynes (1993) consideram uma relacdo andloga, entre a
estatistica D; e a medida afastamento pela verossimilhanga modificada LD*, dada por

pD; (w) = =2[I(B) — l(Bo|®)]- (4.17)

Por meio de um raciocinio semelhante ao utilizado por Cook (1986) para estudar
a influéncia local, tem-se que (w, LD*(w)) representa uma superficie ¢ + 1 dimensional
e, com isso, ¢ possivel estabelecer linhas projetadas (lifted line) em varias direcdes dessa
superficie. Considerando a reta em RY definida por w(a) = w, + af, em que w,
representa um vetor de ndo perturbacdo do modelo, € ¢ um vetor fixo em R? ¢ a é um
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escalar, segue que o comportamento de LD*(w,+ af) proporciona informagdes
importantes sobre a influéncia do esquema de perturbag@o adotado.

Como a primeira derivada de LD avaliada em w, ndo se anula, exceto para
alguns valores particulares do vetor £, a primeira derivada de LD* em relacdo a € produz
informagdes valiosas sobre o comportamento local de LD*(w,). Em particular, a
inclinacdo maxima e a correspondente dire¢do maxima, denotadas, respectivamente, por
drax © €max> 30 importantes quando q # 1, em queq ¢ a dimensdo do vetor w
(BILLOR ¢ LOYNES, 1993).

A direg8o maxima da fungdo LD* no ponto w, ocorre na dire¢do do gradiente
VLD*(w,). Logo, a inclinagdo maxima (d;,,,) ¢ a medida por (LIMA, 1981)

d;;mx = ”VLD*((‘)O) .

Pela regra da cadeia,

oLD" _ pt{—z [al(p) ~ (al(ma)) alB,, N al(ﬁw|w))]}_

da Jw i Jw Jw
De imediato, tem-se que % =0c¢e que al(:;w), quando avaliada em B e w,,

também se anula. Assim, a equagdo acima fica resumida a

dLD*

L 0l(Blw)
da =2¢

ﬁ=f"-w=wo aw [)’:B"wzwo

Portanto, a inclinagdo maxima pode ser escrita como

divax = 2||VI(Blw)||. (4.18)

Para uma aplicagdo dessa teoria, vamos considerar o modelo perturbado de
regressdo normal linear dado a seguir

y=Xf+¢
em que Var(e) = o?W™t e W = diag(1 + w,;, 1,1, ...,1), com 0 modelo ndo perturbado
sendo obtido quando w; = 0. A inclinagdo da linha projetada sobre a superficie

(w,LD*(@y)) é calculada por meio da primeira derivada de LD*(w) em relagdo a w;. A
log-verossimilhanca para o modelo acima fica estabelecida por

1 n
1B.w) = ~55 ) = 2B

segue dai que
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oLD" [ 1 i —xiB)’

dw, 21+ w) 202
Assim,
aLD* rf
=1-+ (4.19)
dwy B=Blw1=0 o

em que r; = y; — x¢B ¢ o resultado ordinario relativo a primeira observacio da regressio de y
sobre X. Tém-se as seguintes consideragdes para o resultado do residuo r; acima:
1. se|ry| = 0, ndo existe razdo para preferir o modelo perturbado ao ndo perturbado e
vice-versa,
2. se || <o deve-se optar pelo modelo perturbado caso w; < 0, isto &, se
Var(y,) < o2.

2
. i . .
Observa-se, ainda, que 1 —642 tem uma cota superior finita quando |r;| - 0 ,

enquanto sua cota ¢ inferior quando |r;| —» +00 e —o. Essa assimetria estd inteiramente de
acordo com a teoria vista (BILLOR ¢ LOYNES, 1993).
Agora, considere-se a matriz de perturbag@o geral dada por

W, =diag(1+ wy, 1+ w,,..,1+ w,),

para o mesmo modelo anterior. Sabe-se que a taxa de varia¢do da fungdo LD* é medida pelo
gradiente

VLD (w0y) ((?LD* JdLD* 6LD*>
@o) = ow, " dw, " dw, /'

Utilizando-se um procedimento analogo ao realizado para obter o resultado em (4.19), tem-

se que

7"'2

L
_1_?

JLD*(w)
a(l.)l'

wW=wq

quando w; = 0 com i = 1, ...,n. Dessa forma, a raz8o maxima de crescimento de LD* ¢ na
dire¢do do vetor gradiente VLD*(w,), ou seja,

d;;mx = ”VLD*((‘)O)”
=X (1 — ;—2) . (4.20)
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4.2 Avaliando a inclina¢do maxima d,,,,,

Uma das dificuldades na interpretacdo dos resultados em um estudo da influéncia
local, na abordagem de Cook (1986), ¢ justamente o de determinar um valor de referéncia
para comparar com a curvatura maxima obtida. Segundo Billor e Loynes (1993), essa
questdo deve ser respondida pelo julgamento e a intui¢do em escolher um valor apropriado
para servir de referéncia, e que seja adequado ao problema.

Billor e Loynes (1993) esclarecem que existem varias maneiras para determinar tal
referéncia. Por exemplo, considere-se o modelo de regressdo normal linear perturbado pela
matriz W, = diag(1 + w;,1+ w,,...,1+ w,), ji mencionado anteriormente. Ja foi
demonstrado que, para esse problema, tem-se

1
= Az,

%
Amax
2
i

em que A = Z?zl (1 — 6—2) . Esta expressdo ¢ ttil para avaliar os momentos de A, porém,

para a obtengdo de um valor de referéncia, ela se torna um tanto complicada. Segue dai que,
substituindo-se os residuos 7; em A pelos respectivos erros aleatorios &, 0s quais sdo
assumidos variaveis aleatorias independentes normalmente distribuidas, com média zero e
varidncia o2, pode-se obter a esperanga e a variancia de A, como segue. Tem-se que

Y ERE
j=1
Note que

€2 .
€~N(0,0%) = (;’) ~X(21),v]

em que X(Zl) representa uma distribuicdo qui-quadrado com um grau de liberdade. Como
E(X3,)) = 1, segue que

A 2
E(4) = 7:1Var(%’) = 2n, .21

uma vez que Var(X%,) = 2
Por meio de algumas proposicdes em GRAYBLL (1983, P.189), chegamos ao
resultado:

E[A?%] = 56n + 4n? (4.22)

Substituindo-se os resultados em (4.21) e (4.22) na formula da variancia a seguir,
tem-se que
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Var[A] = E[A%] — (E[A])?
= 56n + 4n? — (2n)?
—cen. (4.23)

Dessa forma, um referencial conveniente seria, entdo, dado por E[A] + 2DP[A], em
que DP[A] representa o desvio padrio de A. Segue que, para o nosso exemplo, poderia se
utilizar como referencial a quantidade

2n + 4V 14n.

Para uma melhor aproximagdo, pode-se usar uma transformagdo de A. Porém, o
valor 2n + 4+/14n pode ser considerado como uma referéncia para avaliar a influéncia local
do problema proposto.

4.3 Inclinagdo maxima no caso de perturbacao de observaciao no modelo normal linear

Considerando apenas a parte relevante da fungdo de log-verossimilhanga perturbada
como dada em (3.35), tem-se que

1

1(Blw) = Xy~ w; (yi — x(B)°, (4.24)

em que w; e y; sdo as i-ésimas componentes dos vetores w e y, respectivamente.
Derivando a funcdo (4.24) em relagdo a w;, tem-se que

0
L= L (y,—xiB)2

dw; 202

Aplicando-se a derivada acima em 8 e 62, tem-se que

ol | 1,
— = = T‘l .
dwily_p 2 52 267
Da subsegdo (4.1), tem-se que
dLD* al(Blw)‘
=2
awl’ awl’ B=B,o?=52
r?
=5z (4.25)

Vimos ainda, na subsecdo (4.1), que a direcdo da inclinagdo maxima #€;,,, ¢ a
direcdo do gradiente. Assim, pode-se escrever

00y = VLD (wg) = (rlz i) (4.26)

a_z' ' 52
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Segue que a inclinagdo maxima ¢ obtida por

Anax = ”VLD*((‘)O) Il
2

= =, (i> . 4.27)

G2

Para obter um valor de referéncia para a inclinagdo maxima acima, pode-se

2
. ro: r . ~ . T
desenvolver um raciocinio andlogo ao realizado na secio (4.2). Seja A =Z?=1&—12,

substituindo em A os 7;,, pelos erros &, que sdo assumidos varidveis aleatorias

independentes normalmente distribuidas com média zero e variancia g2, segue que

E[Al =Y 1E[x] =XL,1=n. (4.28)
Observe que
n
A? = ijz + inxj.
=1 j=1
Logo,

E[A%] = zn: E[x?] + Z Elxx],
j=1

j#1
pela independéncia entre x; € x;, para todo [ # j, tem-se que
E[A%] = X7, E[x?] + X1 E[x]E[x;]. (4.29)
Em JAMES (1981), tem-se que a fungdo geradora de momentos de x; ¢ dada por
My () = 3(1 = 20)™5/% = M (0) = E[x}] = 3. (4.30)

Substituindo-se este resultado em (4.29), obtém-se

E[A?] = zn:3 +> -1
=1 =

=n? + 2n. 4.31)

Substituindo-se o resultado das equagdes (4.28) ¢ (4.31) na férmula da variancia a
seguir, obtém-se
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Var[A] = E[A?] — (E[A?%])?
= 2n.

Portanto, pode-se considerar, como um valor de referéncia para a inclinagdo
maxima obtida em (4.27), o resultado de

E[A] + 2y/Var[A] = n + 2V2n. (4.32)

4.4 A inclinacio maxima no caso de perturbacio de observacio no modelo logistico

Considere a fun¢do de log-verossimilhanga perturbada para uma amostra aleatoria
de uma variavel aleatoria com distribui¢do Binomial (m;, p;), dada por

n n
p.
(B ylw) = Zwiyi In [1 _lp,] + Zwimi In[1 - p;].
i=1 S =

Derivando a fungdo acima em relagdo a w;, obtém-se

a 1 [ Pi
awi_yinl—pi

] +m; In[1 —p;].
Avaliando-se a expressdo acima em p;, tem-se

al
awl’

| =yiln [1 fi ,\':|+ml' ln[l—ﬁl]
pi=b; Pi

Dessa forma, as coordenadas do vetor gradiente £;,,, = VLD*(w,) sdo dadas por

o 2 0L

: awl’
_, al(mw)‘
awi B=B,c%=52

=2{yiin [ ﬁi] +mn[1-pl} (433

1-p;

A inclina¢do maxima ¢ obtida pela aplicagdo imediata de

dmax = IVLD* (@) l. (4.34)
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5 Resultados e discussoes

5.1 Aplicacoes

Neste capitulo serdo discutidos dois exemplos de analise de dados reais, o
software usado foi o pacote estatistico R. (R CORE TEAM, 2020). O objetivo principal
destas aplicagdes ¢ colocar em pratica as técnicas de diagnodstico, com énfase para a
influéncia local de Cook e a abordagem de Billor e Loynes, descritas nesta tese.

Utiliza-se também algumas técnicas graficas, para detectar a fuga das suposicdes
adotadas para os modelos sugeridos e a ocorréncia de possiveis outliers, estes conceitos
foram descritos no capitulo 2, para maiores detalhes consultar Paula (2004).

No primeiro exemplo se usou o modelo de regressdo normal linear simples para
os dados propostos. A analise foi desenvolvida de quatro formas: técnicas graficas de
diagnostico, curvatura normal de Cook para regressdo normal linear, sob perturbagdo de
observagdo, inclinagdo maxima proposta por Billor e Loynes, sob perturbagdo na
variancia e sob perturbac@o de observagéo.

No segundo exemplo se usou o modelo de regressdo logistica multipla para os
dados apresentados. Analisamos o modelo proposto sob trés aspectos: técnicas graficas de
diagnéstico, curvatura normal de Cook para regressio logistica e a inclinagdo maxima de
Billor e Loynes, ambos sob esquema de perturbagio de observagao.

5.2 Estimativa do nimero de gansos por bando

Métodos de inspecdo aérea sdo regularmente empregados para estimar a pop-
ulacdo de gansos, durante o verdo no Oeste da Baia de Hudson, no Canada, Weisberg
(1985). Para isso, uma pequena aeronave sobrevoa a regido e quando avista um bando de
gansos, uma pessoa experiente estima a quantidade dessas aves. Para investigar a
eficiéncia deste método um experimento foi conduzido, onde uma aeronave carregando
dois observadores sobrevoou 45 bandos ¢ cada um deles estimou independentemente o
nimero de passaros por bando. Além disso, uma fotografia foi retirada de cada bando e
posteriormente uma contagem do niimero de gansos foi realizada através desta fotografia.

Os dados coletados neste experimento encontram-se em Weisberg (1985, pg.
102). Aplicamos um modelo normal linear simples para os dados, de modo que Y seja o
nimero de gansos por bando, computados a partir da fotografia aérea e X o niimero de
gansos estimado pelo observador 1do experimento. O modelo fica, portanto, dado por

vi=a+Bx;+¢g, i=1,--,45 5.1

com a suposi¢io de que & ~N(0, ¢2), com os & mutuamente independentes. As
estimativas dos pardmetros fornecidas pelo R, foram & = 26,650 e £ = 0,883, com
respectivos erros padrdes dados por 8,614 ¢ 0,078. Ambos indicando que os coeficientes
se apresentaram significativos ao modelo.

A estimativa da variancia ¢ dada por 44,41 e a porcentagem de variagdo de Y
explicada pelo modelo, ou seja, o valor do coeficiente de determinagao foi de 74,45%.

O diagrama de dispersdo (plot de X versus Y) mostrado na Figura 1, sugere forte
evidéncia de heterocedasticidade. Assim, podemos esperar que a introdu¢do de uma
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pequena perturbagdo revele alguma espécie de sensibilidade no modelo. Na Figura 2
temos o grafico normal de probabilidade com envelopes para os residuos #;, que avalia a
validade da suposicdo de normalidade da variavel resposta, para o modelo adotado em
(5.1), pode-se notar por meio deste grafico, um forte indicio de ndo validade desta
suposicdo, pois ha uma quantidade razodvel de pontos fora das bandas de confianga do
grafico, configurando talvez a auséncia de algum termo extra no modelo.

observadort

400

100

Foto

Figura 1 - Namero de gansos contados a

partir da foto versus o numero
de gansos estimados pelo
observador 1.

Residuo Studentizado

-2

-4

Normal Q-Q Plot

Percentis da N(0,1)

Figura 2 - Grafico normal de probabilidade

com envelopes.

A seguir faremos uma analise de alguns graficos de diagndsticos, com o objetivo
de identificar pontos influentes e de verificar a validade das suposi¢des adotadas para o

modelo.
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Um outro grafico importante a ser interpretado é o grafico dos valores /i em
fung@o das ordens das observacdes dado na Figura 3, através dele destacamos dois pontos
. . 2% . ~ .
acima da linha Tp, que correspondem as observagdes 28 e 29, sendo portanto candidatos a
pontos influentes. O grafico dos residuos studentizados em funcdo das ordens das
observagdes, dado na Figura 4, destaca novamente os pontos 28 e 29, além do ponto 41,
sendo estes candidatos a serem pontos aberrantes.
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Na Figura 5 temos o grafico dos residuos studentizados em fungdo dos valores
ajustados, verificamos novamente em destaque os pontos 28, 29 e 41, o grafico renova a
indicacdo de heterocedasticidade ja percebida pelo diagrama de dispersio (Fig.1).

Os mesmos pontos ja destacados anteriormente (28, 29 e 41) também aparecem
em destaque no grafico da Figura 6, das coordenadas do autovetor dm. em fungdo das
ordens das observagdes.

Dentre os pontos destacados pelos graficos como candidatos a outliers, o que
aparece sempre mais remoto ¢ o correspondente a observagdo 29, dai a escolha deste
ponto para sofrer urna pequena perturbacdo, espera-se com isso que o modelo seja
sensivel a esta alteracdo e o modo de medir esta sensibilidade serd através da curvatura
normal de Cook para modelo normal, dada na equagdo (3.12). Para introduzir a
perturbagdo nas observagdes consideramos o vetor € da referida formula, com 1 em todas
as posigdes com excecdo da posigdo 29 que recebeu o valor 0,9. O valor obtido foi de
17,767, o que indica extrema sensibilidade local.

Usando o esquema de perturbag@o de observagdo descrito na subsegdo (4.3), apli-
camos o resultado da inclinagdio maxima (4 mex) dada na equagdo (4.27), com isso
obtemos o resultado 16,573, considerando como referéncia o valor sugerido pela formula
em (4.32) que ¢ de 7,381, temos aqui forte indicagdo de sensibilidade local.

Para o esquema de perturbagdo da matriz de varidncia abordado na subseg@o
(4.3), o valor da inclinacdo maxima é de 17.766, obtido através da féormula dada em
(4.20). Usando o valor de referéncia para d max, sugerido na equagio (4.32), que ¢é de
13,798, também aqui detectamos forte sensibilidade local.
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A abordagem de Billor e Loynes permite que se tenha os valores individuais das
coordenadas (€7j+) do gradiente €max = VLD*(aw), que o vetor que indica a diregdo onde
se obtém a inclinagdo maxima. Assim podemos avaliar quais observagdes contribuem
com a maior parcela para o valor de & max. Os €% individuais, obtidos pela perturbagdo
da matriz de variancia, sdo apresentados na Tabela 1, na qual nota-se que as observacdes
que contribuem com os maiores valores sdo as de numeros 28,29 e 41.

Tabela 1 - Valores dos £ para os dados de gansos

observacao(i) €% observacao(i) €% observacdo (i) €%
1 0,8892 16 0,6268 31 0,9975
2 0,9417 17 0,9881 32 0,5387
3 0,5988 18 0,9988 33 0,9586
4 0,9539 19 0,7177 34 0,9997
5 0,9418 20 0,9572 35 0,9452
6 0,7478 21 0,9372 36 0,8507
7 0,8822 22 0,8224 37 1,0793
8 0,8911 23 0,6010 38 0,9875
9 0,9461 24 0,6530 39 0,9834
10 0,7661 25 0,2726 40 0,8199
11 0,8224 26 0,9749 41 6,5283
12 0,6445 27 1,6615 42 0,3999
13 0,7570 28 12,2618 43 0,7753
14 0,8111 29 7,0421 44 0,4322
15 0,9999 30 0,9949 45 0,9306

5.2 Distiirbio coronario versus pressio sanguinea e nivel de colesterol

Os dados utilizados nesta secdo foram obtidos em Cordeiro (1986, pag.113) e
apresentado primeiro por Ku e Kullback (1974), mostram a classificagdo de 1330
pacientes segundo a ocorréncia ou ndo de distirbio coronario pelos seguintes niveis de
colesterol (NC; ):

NC,; = menos de 200

NC, =de200a219

NC; = de 220 a 260

NC, = mais de 260

e de pressdo sanguinea (PS;):

Rev. Bras. Biom., Lavras, v.38, n.4, p.449-482, 2020 - doi: 10.28951/rbb.v38i4.461 473



PS; = menos de 127
PS, =de 127 a 146
PS; =de 147 a 166
PS, = mais de 166.

Considerando como variavel resposta Y = propor¢do de individuos que
apresentaram disturbio coronario e como variaveis explicativas NC; e PS; , ambas
definidas como fator com quatro niveis cada, como descritos acima. Adotamos para os
dados o modelo logistico linear multiplo, dado por

Yi =B +Z;¥:1[32]- PS; +Z;¥=1,83j NG +e, i=1--,n (5.2)

com erro binomial; é assumido que f,; = 51 = 0. O desvio obtido para este modelo ¢é
D(y.p) =4,775 (9 graus de liberdade), indicando um ajuste adequado, pois ao nivel de
significancia de 5% (4,755 « 16,919). Na tabela 2, apresentada a seguir, temos as
estimativas dos coeficientes do modelo adotado e seus respectivos desvios padroes, todos
apresentaram-se significativos ao modelo.

Tabela 2 - Estimativas dos coeficientes referentes
ao modelo em (5.2) e seus respectivos desvios padrdes
Coeficiente Estimativas Desvio Padrao

Constante -3,495 0,349
PS, -0,091 0,451
PS, 0,562 0,351
PS, 1,342 0,343
NG, -0,038 0,303
NC, 0,587 0,328
NC, 1,204 0,327

Mostraremos agora os graficos usados para detectar possiveis indica¢des de
transgressdo de alguma suposi¢do adotada para o modelo, bem como da ocorréncia de
algum ponto influente. Podemos observar por meio do grafico de probabilidade com
envelopes, dado na Figura 7, que ndo ha indicagcdo de que a variavel resposta ndo siga
uma Binomial (m; p:), pois todos os pontos encontram-se dentro das bandas de confianga
do grafico.
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No grafico dos hiiem fungio da ordem das observagdes, dado no Fig.8, nenhum

. . 2% ~ .
dos pontos aparece acima da linha Tp , hdo havendo portanto pontos suspeitos de serem
aberrantes, contudo os pontos mais afastados correspondem as observagdes 7 ¢ 16. O

grafico de hi em funcdo dos valores ajustados, mostrado na Figura 9, destaca os pontos
correspondentes as observagdes 12, 15 e 16 como estando mais afastados.
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No grafico do residuo #p; em funcgdo dos valores ajustados, Figura 10, os pontos
que se encontram mais afastados correspondem as observagdes 10 e 13. Na Figura 11
temos o grafico da medida afastamento pela verossimilhanca, LD; em fungdo da ordem
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das observagoes, nele podemos perceber que o ponto correspondente a
parece mais afastado.

Afasiamento Pela Verossimiihanga
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No grafico das coordenadas do autovetor €ma.x em fungdo da ordem das obser-
vagdes, mostrado na Figura 12, podemos observar que os pontos correspondentes as
observagdes 1 e 13, encontram-se mais afastado.
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O grafico mostrado na Figura 13, das coordenadas do vetor gradiente £},,, em
funcdo da ordem das observagdes, destaca os pontos correspondentes as observagdes 7 e
8.

Avaliando a situagdo dos pontos destacados pelos graficos ndo percebemos uma
forte evidéncia de ocorréncia de outliers, porém 0s pontos que se apresentaram mais
afastados foram aqueles correspondentes as observagoes 1, 7, 12, 16 e mais evidente a 13.
Para calcular a curvatura normal para perturbagdo de observacdo em modelo logistico,
usou-se a formula em (3.12), optamos por perturbar a observagdo 13, para isso, utilizamos
o vetor de perturbagdo £ com 1 em todas as posigdes menos na observagdo 13, que recebe
o valor 0,9. O resultado obtido para a curvatura normal foi de 9,132, o que parece ser um
valor que demonstra certa sensibilidade do modelo..

No célculo da inclinagdo méaxima (d;,,,) no caso de perturbagdo de observagdo
para o modelo logistico, abordado na subsecdo (4.4), usamos o resultado obtido na
formula (4.34), o valor encontrado foi de 89,0611.

As coordenadas padronizadas em valor absoluto do autovetor L, € do gradiente
13.ax 80 mostradas na tabela a seguir:

Tabela 3 - Coordenadas Padronizadas dos Vetores L4, € Loy

Observagéo (j) l; |lj|
1 0,1184 0,9094
2 0,1478 0,0355
3 0,3374 0,1429
4 0,2605 0,0612
5 0,1591 0,2111
6 0,1109 0,0622
7 0,4904 0,0089
8 0,4273 0,0607
9 0,1278 0,1494
10 0,0577 0,1514
11 0,2340 0,0274
12 0,3148 0,1112
13 0,1310 0.8786
14 0,1030 0,0932
15 0,2063 0,2314
16 0,2788 0,1577

Analisando a tabela (3) podemos destacar as observagdes 7 ¢ 8 como as que
apresentam as maiores coordenadas do gradiente €. enquanto que as observagdes 1 e 13
apresentam as maiores coordenadas do vetor £;,,, . As técnicas utilizadas nesse trabalho,
para detectar outliers, ndo mostraram claramente uma indicagdo consistente em relagdo a
alguma observacdo, o que talvez indique que para essa aplicagdo ndo haja nenhuma
observagdo que possa proporcionar modificagdes substanciais ao resultado do ajuste,
porém alguns graficos coincidiram na indicagdo da observagdo 13, como a que mais se
destaque, estando afastada das demais.
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6 Conclusoes

Tanto a proposta de Cook (1986) como a de Billor e Loynes (1993) foram
bastante inovadoras na analise de diagndstico em modelos de regressido, e trouxeram
contribui¢des significativas, dentre as quais destaca-se o fato de permitirem a analise de
diagnosticos de outros modelos além do normal, como por exemplo o modelo logistico.

Um dos pontos fracos da proposta de Cook (1986), destacado no Capitulo 3, é
justamente a falta de um valor de referéncia para comparar com o valor obtido para a
curvatura normal. Em resposta a essa e outras dificuldade da versdao de Cook (ver Segdo
3) Billor e Loynes (1993) propuseram a inclinagdo maxima como instrumento da analise
de diagnodstico em modelos de regressdo, e apresentaram sugestdes de valores de
referéncia para comparar com o valor da inclinagdo maxima, sob alguns esquemas de
perturbacdo, do modelo de regressdo normal.

Neste trabalho apresentamos o calculo da inclinagdo maxima no caso de esquema
de perturbagdo de observacdo do modelo logistico, porém ndo sugerimos nenhum valor de
referéncia para efeito de comparagdo que leve a indicagdo da sensibilidade do modelo.
Destacamos que a natureza de cada problema e o auxilio de outras técnicas de
diagnoésticos podem ajudar na hora de decidir pela sensibilidade do modelo.

Na aplicag@o da subsecdo (5.1), onde usamos o modelo normal linear simples, a
curvatura normal e a inclinagdo maxima apresentaram valores que coincidiram na
indicagdo da sensibilidade do modelo adotado, vale ressaltar que os graficos indicaram
claramente as observagdes 28, 29 e 41 como mais afastadas.

Na aplicagdo correspondente a subsegdo (5.2), em que foi aplicado o modelo
logistico multiplo, ndo houve observagdes que evidenciassem possiveis outliers, pois
houve certa variagdo dos graficos utilizados na indicagdo desses pontos. Quanto ao valor
da curvatura normal e da inclinagdo maxima, a falta de um valor de referéncia combinada
a inexatiddo dos graficos utilizados na detecc@o de outliers, ndo nos permitiu decidir pela
sensibilidade dos modelos, porém alguns graficos coincidiram na indicagdo da observagao
13, como a que mais se destaque, estando afastada das demais. Espera-se ter contribuido
com este trabalho para o enriquecimento da analise de diagndstico de modelos de
regressdo normal e logistico.
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LOBATO JUNIOR, D.; VEIGA, R. D. Diagnostic analysis in normal and logistic regression
models. Rev. Bras. Biom. Lavras, v.38, n.4, p.449-482, 2020.

ABSTRACT: The diagnostic analysis of the quality of the fit is an important phase in regression
models, especially with regard to the occurrence of outliers, which can cause substantial distortions
in the estimated parameters of the model. In this work, two innovative methods were approached in
this area: the method of local influence, which was initially proposed by Cook (1986) and the
maximum inclination, proposed by Billor and Loynes (1993). Cook's proposal consists of assessing
the normal curvature of a surface, based on the Likelihood Displacement measure (spacing by
likelihood), under a small disturbance in the model. Then, Billor and Loynes's (1993) approach was
presented, who applied a measure of distance due to the modified likelihood. Thus, the maximum
slope is used as a measure of the influence of outliers on the model. Initially Billor and Loynes's
(1993) proposal was applied to the normal model, this proposal was also developed for the logistic
model. Two applications were presented, in which diagnostic analysis techniques of the quality of
the adjustment were used, by means of graphs and the two proposals. local influence and maximum
inclination. In the case of the simple linear normal model, the normal curvature and the maximum
inclination showed the same sensitivity in the indication of influential observations. In the second
application, the techniques used in this work, did not show a consistent indication in relation to any
observation, however some graphics coincided with the indication of observation 13, as the one that
stands out the most, being away from the others.

KEY-WORDS: Regression analysis,; logistic regression, diagnostic techniques; local influence;
maximum slope.
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COMANDOS NO PROGRAMA R

A seguir vamos descrever alguns comandos do aplicativo R, que foram utilizados
no capitulo 4 deste artigo.
&&&&&E&&EEEE&&EEE&&&E&EEE&E&EE&&EE&E&&&E&&&&&EE&&&E&&&E&E&&&EE
Os residuos studentizados t; e t; podem ser obtidos no R, pela sequéncia de comandos
&&&&&E&&E&EEE&&EEEE&&E&EEE&E&EE&&EE&E&&&E&&&&&EE&&&E&&&E&E&&&EE
s« fit.model$sigma
r« resid(fit.model)
ti<—-r/ (S : (1 - hii)"O,S)

* n-p—1
et Gomg)"05
L

&&&&&E&&E&EEE&&E&EE&&E&EEE&E&EE&&&E&E&&&E&&&&&EE&&&E&&&EE&&&EE
Comandos para obter os valores h;;, considerar os resultados do ajuste no objeto fit.model
&&&&&E&&E&EEE&&EEEE&&E&EEE&&E&EE&&&EE&E&&&E&&&&&EE&&&E&&&EE&&&EE
X <« model.matrix(fit. model)

H « solve(t(X)% * %X)

H<«— X% - %H% - %t(X)

h’ii «— dlag (H)

&&&&&E&E&E&EE&&EEEE&&&EEE&&EEE&&E&EEE&&&EEE&E&&&E&&&&E&&&EE&E&
Comandos para obter os residuos hy;, ts,, tp e LD;, para os MLGs, aplicativo R
&&&&&E&E&E&EEE&&E&EEE&&EEEE&&&EE&&E&EEE&&&EE&E&&&E&&&&E&&&EE&&

X <« model.matrix(fit. model)

n <« nrow(X)

p < ncol(X)

W — fit.model$weights

W — diag(W)

H « solve(t(X)% - %W % %X)

H « sqrt(W)%- %X%- %H%- %t(X)%- %sqrt(W)

h;;« diag(H)

tp, < resid(fit.model, type="deviance”) / sqrt(1 — hy;)

rp « resid(fit.model, type”’Pearson”)

ts, < 1p/sqrt (1 — hy)

LDy hy; - (tsl-’\ 2)/ (- hy)
&&&&&E&&E&EEE&&E&EE&&E&EEE&E&EE&&EEE&E&&&E&&E&&EE&&&E&&&E&E&&&EL
Comandos para calcular a curvatura normal no R, considere £ como o vetor definido na
subsecdo (3.2)
&&&&&E&&EEEE&&E&EE&&E&EEE&&&EE&&EE&E&&&E&&&&&EE&&&E&&&EE&&&EL
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;s < summary(fit.model)
§ « L5 $sigma

e «—resid(l,,5)

D, « diar(e)

X <« model.matrix(fit. model)

Py « X% - %solve(t(X)% - %X)% - %t (X)
pL < D% *%Px% - %D,

esq «e”"2

Dy « (esq% : %t(esq)) /2-45-s"2

ps < pl+p,

Co<2-Cp /s™2

&&&&&&EEEEE&E&EEE&EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEESES

*

Comandos para obter dj,,, no R
&&&&&&EEEE&&E&EE & & EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEES

lnax < €8q/s"2
lmax < lmax A 2
dmax < Sum(lmax)
dmax < sqtr(dmax)
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